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Eigenwertproblememit
Di¡erentialgleichungenvierter

Ordnung fÏr die kontinuierlichen
klassischen Orthogonalpolynome

Von

P. A. Lesky
(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am19. Juni 1997

durch das w. M. LeopoldVietoris)

Zusammenfassung

Øhnlich wie bei Eigenwertproblemen mit Di¡erentialgleichungen
zweiter Ordnung kÎnnen solche mit Di¡erentialgleichungen vierter
Ordnung zur Gewinnung von Orthogonalpolynomen herangezogen
werden. Die entstehenden Orthogonalpolynome eignen sich zur
Behandlung von physikalischen und technischen Randwertproblemen
mit Di¡erentialgleichungen vierter Ordnung. H. L. Krall hat in [4] und
[5]ÏberMomentendeterminantengezeigt,daÞnebendenDi¡erentialglei-
chungen vierter Ordnung fÏr die Polynome von Hermite, Laguerre,
Jacobi und Bessel noch drei weitere FÌlle mÎglich sind, die spÌter als
Legendretyp, Laguerretyp und Jacobityp bezeichnet wurden ([2], [3]).
Wegen der kÏrzlich erfolgtenVervollstÌndigung der (positiv de¢niten)
kontinuierlichen klassischen Orthogonalpolynome in [8] erfolgt
in dieser Arbeit die Aufstellung der Di¡erentialgleichungen vierter
Ordnung fÏr die Polynome von Hermite, Laguerre und Jacobi (unend-
liche Orthogonalsysteme), Romanovski-Jacobi, Romanovski-Bessel
und Romanovski-Pseudojacobi (endliche Orthogonalsysteme). Der



Pseudojacobifall ist in den Arbeiten von H. L. Krall nicht enthalten.
P. Maroni gibt in [9] eine Di¡erentialgleichung vierter Ordnung fÏr die
klassischen Orthogonalpolynome an, die sich jeweils als Spezialfall der
von H. L. Krall beschriebenen MÎglichkeiten erweist.

1. PolynomlÎsungen von linearen homogenen
Di¡erentialgleichungen vierter Ordnung

FÏr die PolynomlÎsungen yn�x�vom n-ten Grad in x�n � 0; 1; 2; . . .� der
Di¡erentialgleichung

P4�x� y IVn �x� � P3�x� y 000n �x� � P2�x� y 00n �x� � P1�x� y 0n�x� � �n yn�x�
�1:1�

zeigt der Ansatz

yn�x� �
Xn
k�0

an;k x
k �an;n 6� 0; n � 0; 1; 2; . . .�; �1:2�

daÞ fÏr die Koe¤zienten von (1.1) nur Polynome

P4�x� � e4;0 � e4;1x� e4;2x
2 � e4;3x

3 � e4;4x
4;P3�x� � e3;0 � e3;1x

� e3;2x
2 � e3;3x

3;P2�x� � e2;0 � e2;1x� e2;2x
2;P1�x� � e1;0 � e1;1x

in Frage kommen. Nach Einsetzen von (1.2) in (1.1) fÏhrt der Koe¤zien-
tenvergleich bei xn auf die Eigenwerte

�n � n �e1;1 � �nÿ 1�e2;2 � �nÿ 1��nÿ 2�e3;3
� �nÿ 1��nÿ 2��nÿ 3�e4;4�

�1:3�

�n � 0; 1; 2; . . .�: Von besonderer Bedeutung ist dieVerschiedenheit der
Eigenwerte: DieDi¡erenz�n ÿ �m ist fÏr n 6� m �n;m � 0; 1; 2; . . .� von
Null verschieden, wenn

e1;1 � �n� mÿ 1�e2;2 � ��n� mÿ 1��nÿ 2� � m�mÿ 1��e3;3
� ��n� mÿ 1��nÿ 2��nÿ 3� � m�mÿ 1��n� mÿ 5��e4;4 6� 0

�1:4�
gilt. Insbesondere muÞ fÏr �0 6� �1

e1;1 6� 0 �1:5�
sein. DerKoe¤zientenvergleich bei xk�k � nÿ 1; nÿ 2; . . . ; 1; 0� fÏhrt
auf eine fÏngliedrigeKoe¤zientenrekursion, aus der beiVerschiedenheit
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der Eigenwerte alle an;k eindeutig in AbhÌngigkeit von an;n�6� 0� berech-
net werden kÎnnen.

2. OrthogonalitÌt der PolynomlÎsungen Ïber die
selbstadjungierte Di¡erentialgleichung

Die Di¡erentialgleichung (1.1) wird mit einer Funktion w, die alle im
folgenden erforderlichen Di¡erenzierbarkeitseigenschaften besitzt,
multipliziert:

wP4 y
IV
n � wP3 y

000
n � wP2 y

00
n � wP1 y

0
n � �n w yn: �2:1�

Damit liegt die selbstadjungierte Form ([1])

�wP4 y
00
n �00 � f�wP2 ÿ �wP4�00� y 0ng0 � �n w yn

vor, wenn die Di¡erentialgleichungen

2�wP4�0 � wP3 �2:2�
und

�wP2�0 ÿ �wP4�000 � wP1 �2:3�
gelten, aus denen w zu bestimmen ist (GegenstÏcke zur Pearsonschen
Di¡erentialgleichung).
Jetzt besteht die MÎglichkeit, mit Hilfe der selbstadjungierten Di¡er-

entialgleichung (2.1) die OrthogonalitÌt der PolynomlÎsungen yn�x�
bezÏglich w als Gewichtsfunktion zu erreichen. Durch Multiplikation der
zu n gehÎrenden Di¡erentialgleichung (2.1) mit ym�x� und der zu m
gehÎrenden Di¡erentialgleichung (2.1) mit yn�x��n;m � 0; 1; 2; . . .�
und deren Subtraktion entsteht

��n ÿ �m�w yn ym � ��wP4 y
00
n �00 � f�wP2 ÿ �wP4�00� y 0ng0� ym

ÿ ��wP4 y
00
m�00 � f�wP2 ÿ �wP4�00� y 0mg0� yn:

�2:4�

Nach zweimaliger partieller Integration Ïber �a; b� ergibt sich daraus

��n ÿ �m�
�b
a
w�x� yn�x� ym�x�dx � f�w�x�P2�x� ÿ �w�x�P4�x��00�

� � y 0n�x� ym�x� ÿ yn�x� y 0m�x�� � �w�x�P4�x��0� y 00n �x� ym�x�
ÿ yn�x� y00m�x�� � w�x�P4�x�� y 000n �x� ym�x� ÿ y 00n �x� y 0m�x�
� y 0n�x� y 00m�x� ÿ yn�x� y 000m �x��gbx�a: �2:5�
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Liegt dieVerschiedenheit der Eigenwerte vor1, dann hat man Ortho-
gonalitÌt der PolynomlÎsungen yn�x� von (2.1) auf �a; b� bezÏglich w�x�;
wenn rechts vom Gleichheitszeichen in (2.5) fÏr alle n � m
�n;m � 0; 1; 2; . . .� null entsteht. Das bedingt gewisse Eigenschaften
von P2�x� und P4�x� in den Randpunkten a und b. SelbstverstÌndlich
sind auch a! ÿ1 und b!1mÎglich, wenn w�x� die erforderlichen
Konvergenzeigenschaften erzeugt.
Im folgenden werden laufend die Bezeichnungen und Ergebnisse aus

[7] und [8] benÏtzt.

3. Die Polynome von Hermite

Die Gewichtsfunktion

w�x� � e �x
2 �3:1�

lÌÞt sich aus (2.2) gewinnen, wenn

P4�x� � 1 und P3�x� � 4 �x

gewÌhlt werden. Zur ErfÏllung von (2.3) mit diesem w�x� entstehen
P2�x� � 2 ��� � 2�x2� und P1�x� � 4�2�� ÿ 1�x;

wobei � einen frei wÌhlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

�n � 4 �2n�n� � ÿ 2� �n � 0; 1; 2; . . .�; �3:2�
und es entsteht die Di¡erentialgleichung

y IVn � 4�x y 000n � 2 ��� � 2 �x2� y 00n � 4 �2�� ÿ 1�x y 0n � �n yn; �3:3�
bzw. deren iterierte Form

L�L� yn�� � 2��� ÿ 2�L � yn� � �n yn mit L� yn� � y 00n � 2�x y 0n;

�3:4�
bzw. deren selbstadjungierte Form

�e�x2 y 00n �00 � �2 ��� ÿ 1�e�x2 y 0n �0 � �n e �x
2
yn: �3:5�

DieVerschiedenheit der Eigenwerte �n wird mit � 6� 1; 0;ÿ1;ÿ2; . . .
erreicht. Ferner ist die ErfÏllung der Randbedingungen aus (2.5) mit
a! ÿ1 und b!1 bei � < 0 mÎglich. Somit sind die Polynom-
lÎsungen yn�x� von (3.3) auf �ÿ1;1� bezÏglich w�x� aus (3.1) orthogo-
1 Es ist anzunehmen, daÞ Ìhnlich wie in [6] aus der Forderung nach OrthogonalitÌt
bereits auf dieVerschiedenheit der Eigenwerte geschlossenwerden kann.
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nal. Da derartige Orthogonalpolynome (bis auf einen konstanten Faktor)
eindeutig festliegen, kann es sich bei diesen PolynomlÎsungen yn�x�von
(3.3) nur um die Polynome vonHermite

yn�x� � an;n x
n
2F0

ÿ n
2 ;

1ÿn
2

ÿÿÿÿ ;
1
�x2

� �
�n � 0; 1; 2; . . .� �3:6�

handeln. FÏr an;n � 1 erhÌlt man die Polynome in monischer Gestalt.

4. Die Polynome von Laguerre

Die Gewichtsfunktion

w�x� � e2�x�xÿ a�� �a < x� �4:1�
lÌÞt sich aus (2.2) gewinnen, wenn

P4�x� � �xÿ a�2 und P3�x� � 4 ��xÿ a�2 � 2��� 2��xÿ a�
gewÌhlt werden. Zur ErfÏllung von (2.3) mit diesem w�x� entstehen

P2�x� � 4�2�xÿ a�2 � 2���xÿ a� � ��� 1���� 2�
und

P1�x� � 2���ÿ 2�ÿ 4��2��xÿ a� � �� 1�;
wobei s einen frei wÌhlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

�n � 4�2n�n� �ÿ 2�ÿ 5� �n � 0; 1; 2; . . .�; �4:2�
und es entsteht die Di¡erentialgleichung

�xÿ a�2 y IVn � �4 ��xÿ a�2 � 2��� 2��xÿ a�� y 000n
� �4�2�xÿ a�2 � 2���xÿ a� � ��� 1���� 2�� y 00n
� 2���ÿ 2�ÿ 4��2��xÿ a� � �� 1� y 0n � �n yn;

�4:3�

bzw. deren iterierte Form

L�L� yn�� � 2���ÿ 2�ÿ 5�L� yn� � �n yn �4:4�
mit

L� yn� � �xÿ a� y 00n � �2��xÿ a� � �� 1� y 0n; �4:5�
bzw. deren selbstadjungierte Form

�e2�x�xÿ a���2 y 00n �00 � �2���ÿ 2�ÿ 4�e2�x�xÿ a���1 y 0n �0
� �ne2�x�xÿ a�� yn:

�4:6�
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Die Verschiedenheit der Eigenwerte �n wird mit � 6� 2�� 4;
2�� 3; 2�� 2; . . . erreicht. Ferner ist die ErfÏllung derRandbedingun-
gen aus (2.5) folgendermaÞen mÎglich: Bei x � a ist � > ÿ1 erforder-
lich, bei x!1 muÞ � < 0 verlangt werden. Somit sind die
PolynomlÎsungen yn�x� von (4.3) auf �a;1� bezÏglich w�x� aus (4.1)
orthogonal.Da derartigeOrthogonalpolynome (bis auf einen konstanten
Faktor) eindeutig festliegen, kann es sich bei diesen PolynomlÎsungen
yn�x� von (4.3) nur um die Polynome von Laguerre2

yn�x� � an;n��� 1�n
�2��n 1F1

ÿn
�� 1

;ÿ2��xÿ a�
� �

�n � 0; 1; 2; . . .�

�4:7�
handeln ��c�0 � 1; �c�n � c�c� 1� � � � �c� nÿ 1�; c 2 C; n 2 N�: FÏr
an;n � 1 erhÌlt man die Polynome in monischer Gestalt.

5. Die Polynome vonJacobi

Die Gewichtsfunktion

w�x� � �xÿ a���bÿ x�� �a < x < b� �5:1�
lÌÞt sich aus (2.2) gewinnen, wenn

P4�x� � �xÿ a�2�xÿ b�2
und

P3�x� � 2��� � 2��xÿ a�2�xÿ b� � ��� 2��xÿ a��xÿ b�2�
gewÌhlt werden. Zur ErfÏllung von (2.3) mit diesem w�x� entstehen

P2�x� � �� � 1��� � 2��xÿ a�2 � �1�xÿ a��xÿ b�
� ��� 1���� 2��xÿ b�2

und

P1�x� � ��1 ÿ 2��� 2��� � 2����� � 1��xÿ a� � ��� 1��xÿ b��;
wobei �1 einen frei wÌhlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

�n � n�n� �� � � 1���nÿ 1��n� �� � � 2� � �1
ÿ 2��� 2��� � 2�� �5:2�

2 In [7], S. 156 ist bei Laguerre 2"�xÿ a� durchÿ2"�xÿ a� zu ersetzen.
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�n � 0; 1; 2; . . .�; und es entsteht die Di¡erentialgleichung
�xÿ a�2�xÿ b�2y IVn � 2��� � 2��xÿ a�2�xÿ b�
� ��� 2��xÿ a��xÿ b�2� y 000n � ��� � 1��� � 2��xÿ a�2
� �1�xÿ a��xÿ b� � ��� 1���� 2��xÿ b�2�y 00n
� ��1 ÿ 2��� 2��� � 2����� � 1��xÿ a� � ��� 1��xÿ b�� y 0n
� �n yn; �5:3�

bzw. deren iterierte Form

L�L� yn�� � ��1 ÿ 2��� 2��� � 2� ÿ �ÿ � ÿ 2�L� yn� � �n yn �5:4�
mit

L� yn���xÿ a��xÿ b� y 00n����� � � 2�xÿa�� � 1�ÿb��� 1�� y 0n;
�5:5�

bzw. deren selbstadjungierte Form

��xÿ a���2�bÿ x���2 y 00n �00

� f�2��� 2��� � 2� ÿ �1��xÿ a���1�bÿ x���1 y 0ng0

� �n�xÿ a���bÿ x�� yn:
�5:6�

DieVerschiedenheit der Eigenwerte wird fÏr n;m � 0; 1; 2; . . . mit

�n� m� �� � � 1���1 ÿ 2��� 2��� � 2�
� n2 � m2 � �n� m���� � � 1� ÿ �ÿ � ÿ 2� 6� 0

�5:7�

erreicht. Ferner ist die ErfÏllung der Randbedingungen aus (2.5) mit
� > ÿ1 und � > ÿ1 erreichbar. Somit sind die PolynomlÎsungen
yn�x� von (5.3) auf �a; b�bezÏglichw�x� aus (5.1) orthogonal.Da derartige
Orthogonalpolynome (bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig
festliegen, kann es sich bei diesen PolynomlÎsungen yn�x� von (5.3) nur
um die Polynome von Jacobi

yn�x� � an;n�aÿ b�n��� 1�n
�n� �� � � 1�n 2F1

ÿn; n� �� � � 1
�� 1

;
xÿ a
bÿ a

� �
�5:8�

�n � 0; 1; 2; . . .� handeln. FÏr an;n � 1 erhÌlt man die Polynome in
monischer Gestalt.
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6. Die Polynome von Romanovski ^ Jacobi

Die Gewichtsfunktion

w�x� � �xÿ a���xÿ b�� �a < b < x� �6:1�
lÌÞt sich wie im vorigen Abschnitt gewinnen und fÏhrt zu den Eigen-
werten (5.2) und zur Di¡erentialgleichung (5.3). Lediglich die selbstad-
jungierte Form erhÌlt die Gestalt

��xÿ a���2�xÿ b���2 y 00n �00

� f��1 ÿ 2��� 2��� � 2���xÿ a���1�xÿ b���1 y 0ng0
� �n�xÿ a���xÿ b�� yn �n � 0; 1; 2; . . .�:

�6:2�

Bei derErfÏllungderRandbedingungen aus (2.5) und zurExistenz der
dort auftretenden Momente sind wegen der oberen Intervallgrenze, die
gegen 1 strebt, zusÌtzliche Ûberlegungen nÎtig. Die untere Intervall-
grenze ist jetzt b, wobei die Randbedingungen an der Stelle x � b mit
� > ÿ1 erfÏllbar sind. Die Existenz der fÏr (2.5) erforderlichen
Momente �1

b
�xÿ a���xÿ b��x�dx

kann jetzt nur bis zu einem endlichen Grad � � 2N �N 2 N� gesichert
werden. Dazu muÞ �� � � 2N < ÿ1 gelten, woraus wegen � < ÿ1
die Forderung � < ÿ2N entsteht. Damit sind die Randbedingungen
aus (2.5) fÏr n;m � 0; 1; . . . ;N auch an der oberen Grenze erfÏllt. Das
auf �b;1� bezÏglich w�x� aus (6.1) orthogonale Polynomsystem enthÌlt
nur Polynome der Grade n � 0; 1; 2; . . .N:Wieder entstehen als
PolynomlÎsungen von (5.3) die Polynome von Jacobi.

7. Die Polynome von Romanovski ^ Bessel

Die Gewichtsfunktion ([8])

w�x� � eÿ
�

xÿa�xÿ a�� �a < x� �7:1�
lÌÞt sich aus (2.2) gewinnen, wenn

P4�x� � �xÿ a�4 und P3�x� � 2��� 4��xÿ a�3 � 2��xÿ a�2

gewÌhlt werden. Zur ErfÏllung von (2.3) mit diesem w�x� entstehen
P2�x� � �2�xÿ a�2 � 2���� 3��xÿ a� � �2
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und

P1�x� � ��2 ÿ ��� 3���� 4������ 2��xÿ a� � ��;
wobei �2 einen frei wÌhlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

�n � n�n� �� 1���nÿ 1��n� �� 2� � �2 ÿ ��� 3���� 4�� �7:2�
�n � 0; 1; 2; . . .�; und es entsteht die Di¡erentialgleichung
�xÿ a�4 y IVn � 2���� 4��xÿ a�3 � ��xÿ a�2 � y 000n
� ��2�xÿ a�2 � 2���� 3��xÿ a� � �2 � y 00n
� ��2 ÿ ��� 3���� 4������ 2��xÿ a� � � � y 0n � �n yn;

�7:3�

bzw. deren iterierte Form

L�L� yn�� � ��2 ÿ ��� 4�2 � 2�L� yn� � �n yn �7:4�
mit

L� yn� � �xÿ a�2 y 00n � ���� 2��xÿ a� � � � y 0n; �7:5�
bzw. deren selbstadjungierte Form

�eÿ �
xÿa�xÿ a���4 y 00n �00 � f��2 ÿ ��� 3���� 4��eÿ �

xÿa�xÿ a���2 y 0ng0

� �neÿ �
xÿa�xÿ a�� yn: �7:6�

DieVerschiedenheit der Eigenwerte fÏr n;m � 0; 1; 2; . . . wird mit

�n� m� �� 1���2 ÿ ��� 3���� 4� � n2 � m2

� �n� m���� 1� ÿ �ÿ 2� 6� 0
�7:7�

erreicht. Bei der ErfÏllung der Randbedingungen aus (2.5) und zur
Existenz der dort auftretenden Momente sind wegen der oberen
Intervallgrenze, die gegen ? strebt, zusÌtzliche Ûberlegungen nÎtig.
Die untere Intervallgrenze ist a, wobei die Randbedingungen aus (2.5)
an der Stelle x � a durch � > 0 erfÏllbar sind. Die Existenz der fÏr
(2.5) erforderlichen Momente�1

a
eÿ

�
xÿa�xÿ a��x�dx

kann wieder nur bis zu einem endlichen Grad � � 2N�N 2 N� gesi-
chert werden. Dazu muÞ �� 2N < ÿ1 gelten, woraus � < ÿ2N ÿ 1
entsteht. Damit sind auch die Randbedingungen (2.5) fÏr n;m � 0;
1; . . . ;N an der oberen Grenze erfÏllt. Das auf �a;1� bezÏglich w�x�
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aus (7.1) orthogonale Polynomsystem enthÌlt nur Polynome der Grade
n � 0; 1; . . . ;N: Da derartige Orthogonalpolynome (bis auf einen kon-
stanten Faktor) eindeutig festliegen, kann es sich bei den PolynomlÎsun-
gen yn�x� von (7.3) nur um die Polynome von Romanovski ^Bessel ([8])

yn�x� � an;n�n

�n� �� 1�n 2
F0
ÿn; n� �� 1
ÿÿÿÿÿ ;

aÿ x
�

� �
�n � 0; 1; . . . ;N�

�7:8�
handeln. FÏr an;n � 1 erhÌlt man die Polynome in monischer Gestalt.

8. Die Polynome von Romanovski ^ Pseudojacobi

Aus [8] entnimmt man fÏr die Gewichtsfunktion w�x�

w 0�x� � 2��ÿ 1�x� 
 ÿ 2f
x2 � 2 f x� g

w�x� � f 2 < g�: �8:1�

Die Gleichung (8.1) lÌÞt sich aus (2.2) gewinnen, wenn

P4�x� � �x2 � 2 f x� g�2
und

P3�x� � 2�x2 � 2 fx� g��2x��� 1� � 
 � 2 f �
gewÌhlt werden. Zur ErfÏllung von (2.3) mit den aus (8.1) entstehenden
Ableitungen fÏr w�x� ergibt sich

P2�x� � �3x2 � 2� f�3 � �2�� 1��
 ÿ 2 f ���x
� g�3 ÿ 4g���� 1� � 
 �
 � 2 f �

und

P1�x� � ��3 ÿ �2�� 1��2�� 2���2�x� 
�;
wobei �3 einen frei wÌhlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

�n � n�n� 2�ÿ 1���nÿ 1��n� 2�� � �3 ÿ �2�� 1��2�� 2�� �8:2�
�n � 0; 1; 2; . . .� und es entsteht die Di¡erentialgleichung
�x2 � 2 fx� g�2 y IVn � 2�x2 � 2 fx� g��2x��� 1� � 
 � 2 f � y 000n
� f�3x2 � 2� f�3 � �2�� 1��
 ÿ 2 f ���x� g�3 ÿ 4g���� 1�
� 
�
 � 2 f �g y 00n � ��3 ÿ �2�� 1��2�� 2���2�x� 
� y 0n � �n yn;

�8:3�
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bzw. deren iterierte Form

L�L� yn�� � ��3 ÿ 2�2�2 � 4�� 1��L� yn� � �n yn �8:4�
mit

L� yn� � �x2 � 2 fx� g� y 00n � �2�x� 
� y 0n; �8:5�
bzw. deren selbstadjungierte Form

�w�x2 � 2 fx� g� y 00n �00 � fw�x2 � 2 fx� g�
� ��3 ÿ �2"� 1��2"� 2�� y 0ng � �n w yn:

�8:6�

DieVerschiedenheit der Eigenwerte fÏr n;m � 0; 1; 2; . . . wird mit

�n� m� 2"ÿ 1���3 ÿ �2"� 1��2"� 2� � n2 � m2

� �n� m��2"ÿ 1� ÿ 2"� 6� 0
�8:7�

erreicht. Bei der ErfÏllung der Randbedingungen aus (2.5) und zur Exis-
tenz der dort auftretenden Momente sind wegen der Intervallgrenzen,
die gegenÿ1 und1 gehen, zusÌtzliche Ûberlegungen nÎtig. Die Exis-
tenz der fÏr (2.5) erforderlichen Momente�1

ÿ1
w�x�x�dx

wird durch die Existenz von �1
ÿ1

x2"ÿ2��dx

gesichert. Diese kann wieder nur bis zu einem endlichen Grad � �
2N�N 2 N� erreicht werden. Dazu muÞ 2�ÿ 2� 2N < ÿ1 gelten,
woraus " < ÿN � 1

2 entsteht. Damit sind auch die Randbedingungen
(2.5) fÏr n;m � 0; 1; . . . ;N an den beiden Grenzen erfÏllt. Das auf
�ÿ1;1� bezÏglich w�x� aus (8.1) orthogonale Polynomsystem enthÌlt
nur Polynome der Grade n � 0; 1; . . . ;N: Da derartige Orthogonal-
polynome (bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig festliegen, kann
es sich bei den PolynomlÎsungen yn�x� von (8.3) nur um die Polynome
von Romanovski ^Pseudojacobi ([8])

yn�x� � an;n�ÿ2d�n�"� iv�n
�n� 2"ÿ 1�n 2F1

ÿn; n� "ÿ 1
"� iv

;
x� f � d

2d

� �
�8:8�

�n � 0; 1; . . . ;N; d 2 � f 2 ÿ g; iv � 2" f ÿ

2d � handeln.3 FÏr an;n � 1 erhÌlt

man die Polynome in monischer Gestalt; die Polynome ersten, zweiten

3 In [7], S.155 ist bei Pseudojacobi "ÿ iv durch "� iv zu ersetzen.

Eigenwertprobleme mit Di¡erentialgleichungen vierter Ordnung 137



und dritten Grades sind

y1�x� � x� 


2"
; y2�x� � x2 � 2�
 � 2 f �

2"� 2
x

� 
�
 � 2 f �
�2"� 1��2"� 2� �

g
2"� 1

;

y3�x� � x3 � 3�
 � 4 f �
2"� 4

x2 � 3�
 � 2 f ��
 � 4 f �
�2"� 3��2"� 4� x� 3g

2"� 3
x

� 2
�3"� 5�g � 
�
 � 2 f ��
 � 4 f �
�2"� 2��2"� 3��2"� 4� � 2 fg

�"� 1��"� 2� :

9. Die Di¡erentialgleichung vonMaroni

Aus [9] entnimmt man fÏr die klassischen Orthogonalpolynome yn�x�
folgende Di¡erentialgleichung vierter Ordnung:

1
2�1��1�2 ÿ 2�1�n�nÿ 1� � ��1 ÿ 1�n� 1
� �

yn�2
� 1

2 ��q 02q1 ÿ q2� y2 ÿ�1q
0
2 y3 ��1�2 y4�q 00n

� ��1 y3 ÿ q1 y2�q 0n � y2qn

�9:1�

mit

qn�x� � 1
�n� 1��n� 2� y

00
n�2�x� �n � 0; 1; 2; . . .�:

(A) �n � 1; n � 1; 2; 3; . . . (Hermite, Laguerre).
(B) �n � �n���1��n���1��n����n��� ; n � 1; 2; 3; . . . :

(B1) (Jacobi) � � �� � � 3; � � �� � � 2:
(B2) (Bessel) � � �� 3; � � �� 2 (statt ��2�� 1;

� � 2� im
Hinblick auf (7.8)).

(B3) (Pseudojacobi) � � 2"� 1; � � 2" (zusÌtzlich im Hinblick
auf (8.8)).

Bei Verwendung der Polynome y1�x� ÿ y4�x� aus (3.6), (4.7), (5.8),
(7.8) und (8.8) entstehen aus (9.1) folgende SpezialfÌlle der Di¡erential-
gleichungen aus den vorigen Abschnitten:

Hermite : �3:3� mit � � 1;
Laguerre : �4:3� mit � � 2�� 4;
Jacobi : �5:3� mit �1 � 2��� 2��� � 2�;
Bessel : �7:3� mit �2 � ��� 3���� 4�;
Pseudojacobi : �8:3� mit �3 � �2"� 1��2"� 2�:
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Diese Festlegungen der freien Parameter bedingt zwar eine besonders
einfache Gestalt der jeweiligen Di¡erentialgleichung, aber es entstehen
immer zwei gleiche Eigenwerte �0 � �1 � 0: Darin liegt wohl der
Grund, daÞ die Di¡erentialgleichung (9.1) fÏr yn�2�x� �n � 0; 1; 2; . . .�
angegebenwird.
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