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Eigenwertprobleme mit
Differentialgleichungen vierter
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klassischen Orthogonalpolynome
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P. A. Lesky

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 19. Juni 1997
durch das w. M. Leopold Vietoris)

Zusammenfassung

Ahnlich wie bei Eigenwertproblemen mit Differentialgleichungen
zweiter Ordnung kénnen solche mit Differentialgleichungen vierter
Ordnung zur Gewinnung von Orthogonalpolynomen herangezogen
wetrden. Die entstehenden Orthogonalpolynome eignen sich zur
Behandlung von physikalischen und technischen Randwertproblemen
mit Differentialgleichungen vierter Ordnung. H. L. Krall hat in [4] und
[5] iber Momentendeterminanten gezeigt, dall neben den Differentialglei-
chungen vierter Ordnung fir die Polynome von Hermite, Laguerre,
Jacobi und Bessel noch drei weitere Fille moglich sind, die spiter als
Legendretyp, Laguerretyp und Jacobityp bezeichnet wurden ([2], [3]).
Wegen der kiirzlich erfolgten Vervollstindigung der (positiv definiten)
kontinuierlichen klassischen Orthogonalpolynome in [8] erfolgt
in dieser Arbeit die Aufstellung der Differentialgleichungen vierter
Ordnung fiir die Polynome von Hermite, Laguerre und Jacobi (unend-
liche Orthogonalsysteme), Romanovski-Jacobi, Romanovski-Bessel
und Romanovski-Pseudojacobi (endliche Orthogonalsysteme). Der
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Pseudojacobifall ist in den Arbeiten von H. L. Krall nicht enthalten.
P. Maroni gibt in [9] eine Differentialgleichung vierter Ordnung fur die
klassischen Orthogonalpolynome an, die sich jeweils als Spezialfall der
von H. L. Krall beschriebenen Moglichkeiten erweist.

1. Polynomlésungen von linearen homogenen
Differentialgleichungen vierter Ordnung

Fiir die Polynomlésungen y,(x) vom #-ten Grad in x(z = 0,1,2,...) der
Differentialgleichung

Py(x)," () 4 P3(x) 5 () 4 Pa(x) 5 (%) + Pa() 3, (x) = A ()
(1.1)

zeigt der Ansatz

n

J/n(x) :Zﬂn,kxk (411,”7507”:0’1727"')’ (1'2)

=0
dalB fir die Koeffizienten von (1.1) nur Polynome
Py(x) = eap + ea1x + eapx” 4 ea3n” + egax®, Py(x) = 630 + e31x
+ 6372X2 + 6’3,3X3, Py(x) = e20+ e21x + €2,2X2, Pi(x) = e10+e11x

in Frage kommen. Nach Einsetzen von (1.2) in (1.1) fihrt der Koeffizien-
tenvergleich bei x” auf die Eigenwerte

No=mnlerg+(n—1)eap+ (n—1)(n—2)es3
+ (n=1)(n=2)(n = 3)es4]

(n=0,1,2,...). Von besonderer Bedeutung ist die Verschiedenheit der
Eigenwerte: Die Differenz A\, — A, ist fiit n # m (n,m = 0,1,2,...) von
Null verschieden, wenn

(1.3)

e+ nt+m—1en+ [(n+m—1)(n—2) +m(m—1)]ess
{0 = )= 2) (= 3) - lr = D)o 1= 5)Jews £ 0
(1.4)
gilt. Insbesondere mulB fiir Ay # A\
e # 0 (1.5)

sein. Der Koeffizientenvergleich bei x*(4 = n — 1,7 — 2,...,1,0) fithrt
auf eine fiingliedrige Koeflizientenrekursion, aus der bei Verschiedenheit



Eigenwertprobleme mit Differentialgleichungen vierter Ordnung 129

der Eigenwerte alle @, x eindeutig in Abhingigkeit von a,m(;é 0) berech-
net werden konnen.

2. Orthogonalitit der Polynomlésungen iiber die
selbstadjungierte Differentialgleichung

Die Differentialgleichung (1.1) wird mit einer Funktion w, die alle im
folgenden erforderlichen Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt,
multipliziert:

y/PAUJiV + WPU/;” + szy;/ + u/PU/; = Ny, (2.1)

Damit liegt die slbstadjungierte Form ([1])
(wPs )"+ { P2 = (wP3)"] y,} = Ny,
vor, wenn die Differentialgleichungen
2(wPy)" = wPs (2.2)
und
(wP2)" = (wPy)" = wP (2.3)

gelten, aus denen » zu bestimmen ist (Gegenstiicke zur Pearsonschen
Differentialgleichung).

Jetzt besteht die Moglichkeit, mit Hilfe der selbstadjungierten Differ-
entialgleichung (2.1) die Orthogonalitit der Polynomlésungen y,(x)
beziiglich w als Gewichtsfunktion zu erreichen. Durch Multiplikation der
zu n gehérenden Differentialgleichung (2.1) mit y,,(x) und der zu
gehorenden Differentialgleichung  (2.1) mit y,(x)(n,» = 0,1,2,...)
und deren Subtraktion entsteht

N = Xy = (P4 ) + {lwP2 = (wP4)"] 3}
— [Py y})" + {[wP2 — wP4)"] 5, Y ] e

Nach zweimaliger pattieller Integration iiber (4, b) ergibt sich daraus

(2.4)

O = M) [ 9) 3 ) pm)ebe = { () Pali) — () Pa())')
1) ) — yﬂo«)y;(x)]+<w<x>P4<x>>’u:;<xm<x>
- yn<x>yﬁ;<x>] (P o) — 2(6) ()
) = )Y (25)
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Liegt die Verschiedenheit der Eigenwerte vor', dann hat man Ortho-
gonalitit der Polynomldsungen y,(x) von (2.1) auf (a, 4) beziiglich w(x),
wenn rechts vom Gleichheitszeichen in (2.5) fur alle 7=
(n,m =0,1,2,...) null entsteht. Das bedingt gewisse Eigenschaften
von P,(x) und P4(x) in den Randpunkten « und 4. Selbstverstindlich
sind auch @ — —o0 und b — 0o moglich, wenn »(x) die erforderlichen
Konvergenzeigenschaften erzeugt.

Im folgenden werden laufend die Bezeichnungen und Ergebnisse aus
[7] und [8] beniitzt.

3. Die Polynome von Hermite

Die Gewichtsfunktion
2
w(x) =™ (3.1)

148t sich aus (2.2) gewinnen, wenn

Py(x)=1 und P;3(x)=4ex
gewihlt werden. Zur Erfiillung von (2.3) mit diesem w(x) entstehen

Py(x) =2€(T+2ex?) und Pi(x) = 4€(1 — 1)x,

wobei T einen frei wihlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

No=4Enn+7-2) (n=0,1,2,...), (3.2)
und es entsteht die Differentialgleichung
IVt dexy 4 26(T+2ex?) Y +4e*(T— Dyl =N, (3.3)
bzw. deren iterierte Form
LIL[y]] +2e(r = 2)L[n] = Ay mit L{y] =) + 2ex),
(3.4)
bzw. deten selbstadjungierte Form
[ )+ 2e(m = D p] = Xe™ (3.5)

Die Verschiedenheit der Eigenwerte A, wird mit 7 # 1,0, -1, =2, ...
erreicht. Ferner ist die Erfullung der Randbedingungen aus (2.5) mit
a— —0o0 und b — 0o bei € < 0 moglich. Somit sind die Polynom-
l6sungen y,(x) von (3.3) auf (—00, 00) beziiglich w(x) aus (3.1) orthogo-

! Es ist anzunchmen, daf3 dhnlich wie in [6] aus der Forderung nach Orthogonalitit
bereits auf die Verschiedenheit der Eigenwerte geschlossen werden kann.
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nal. Da derartige Orthogonalpolynome (bis auf einen konstanten Faktor)
eindeutig festliegen, kann es sich bei diesen Polynomlésungen y,(x) von
(3.3) nur um die Polynome von Hermzite

n l1-n 1

() —aﬂ,ﬂxﬂzF()(_?’ 'z ;—2> (n=0,1,2,...) (3.6)

- — —— ex

handeln. Fir 2,, = 1 erhilt man die Polynome in monischer Gestalt.

4. Die Polynome von Laguerre
Die Gewichtsfunktion
w(x) = (x—a)® (a<x) (4.1)
148t sich aus (2.2) gewinnen, wenn
Py(x) = (x — a)2 und  P3(x) =4e(x— a)2 +2(a+2)(x—a)
gewihlt werden. Zur Erfiillung von (2.3) mit diesem w () entstehen
Py(x) = 462(X — cz)z +2e0(x—a)+ (a+1)(a+2)
und
Pi(x) =2€e(0c —2a — 4)[2€(x — a) + a + 1],

wobei G einen frei wihlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

N =4 n(n+o—20—5) (n=0,1,2,...), (4.2)
und es entsteht die Differentialgleichung
(x—a)’ )Y + [de(x — a) + 2(a +2)(x — )] )
+[4€%(x —a)’ +2e0(x —a) + (a + D(a+2)],"  (43)
+2e(c—2a—4)2e(x—a) +a+ 1]y, =\,
bzw. deren iterierte Form
LIL[yl] + 2€(0 = 2 = 5) L] = Au i (4.4)
mit
Lly) = (x —a)y) + 2e(x —a) +a+ 1]y, (4.5)
bzw. deren selbstadjungierte Form

[ (x — 2)* T )" + [2e(0 — 200 — 4)e > (x — a)* T ']

n n

= 0e* (e — a)* y
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Die Verschiedenheit der Eigenwerte A, wird mit o # 2a+ 4,
200 + 3,2a0 4 2, . . . erreicht. Ferner ist die Erfiilllung der Randbedingun-
gen aus (2.5) folgendermallen moglich: Bei x = @ ist > —1 erforder-
lich, bei x — 00 muBl € <0 verlangt werden. Somit sind die
Polynomlésungen y,(x) von (4.3) auf (@, 00) beziiglich w(x) aus (4.1)
orthogonal. Da derartige Orthogonalpolynome (bis auf einen konstanten
Faktor) eindeutig festliegen, kann es sich bei diesen Polynomlosungen
() von (4.3) nur um die Polynome von Lagrerre”

_4%”(0[—’_1)” L e(x—a n=
Jnlx) = 2o 1F1<a+1, 2¢( )) (n=0,1,2,...)

(4.7)

handeln ((¢), =1,(c), =¢(c+1)---(¢c+n—1),c€ C,ne N). Fir
a,, = 1 erhilt man die Polynome in monischer Gestalt.

5. Die Polynome von Jacobi
Die Gewichtsfunktion
w(x)=(x—a)*(b—x)" (a<x<0b) (5.1)
146t sich aus (2.2) gewinnen, wenn
Py(x) = (x — @) (x — )

und

P3(x) = 2[(B 4 2)(x — a)(x — b) + (a4 2)( — a) (5 — b)7]
gewihlt werden. Zur Erfiillung von (2.3) mit diesem w(x) entstehen

Pa(x) = (B4 1)(B+2)(x = )" + pr(x = a)(x = )
+(a+ 1) (a+2)(x - b)’

und
Pi(x) = [p1 — 20 +2)(B+ 2)][(B+ 1)(x — @) + (@ + 1)(x — 1),

wobei p; einen frei wihlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

A=+ at B+ )= D+ a+B+2)+p

—2(a+2)(B+2)] (5:2)

*In [7], S. 156 ist bei Laguerre 2e(x — a) durch —2e(x — a) zu ersetzen.
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(n=0,1,2,...), und es entsteht die Differentialgleichung

(x = a)’(x = 0)2,Y +2[(8 +2)(x — a)*(x — )
+ (@ +2)(x —a)(x = 5)]y, + [(B+ 1)(B+2)(x —a)*
+pi(x = a)(x = 0) + (a+ D) (@ +2)(x = b))

+ o = 2(a+2)(B+2)(B+1)(x —a) + (a+1)(x = b))y,
=X s (5.3)

bzw. deren iterierte Form
LIL]] 4+ [p1 —2(@+2)(8+2) —a— B —=2]L[p] = Ayw (5:4)
mit
L{y]=(x—a)(x = b) y,+[(a+ B+ 2)x—a(B+ 1) =b(a +1)] y,,
(5.5)
bzw. deren selbstadjungierte Form
(v = )b = )20
+{R2(a+2)(B+2) = pil(x —a)" (b =) y) (56)
= Mx = a)* (b= %)

Die Verschiedenheit der Eigenwerte wird fiir #, » = 0,1,2, ... mit

(n+m+a+B+1)[p—2a+2)(8+2)

+it it m)a+B+1)—a—B-2]#0 5.7
erreicht. Ferner ist die Erfiillung der Randbedingungen aus (2.5) mit
o> —1 und B > —1 erreichbar. Somit sind die Polynomlésungen
9,(x) von (5.3) auf (4, b) beziiglich w(x) aus (5.1) orthogonal. Da derartige
Orthogonalpolynome (bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig
festliegen, kann es sich bei diesen Polynomldsungen y,(x) von (5.3) nur
um die Polynome von Jacob:

_agla—b)"(a+1), —mnta+B+1 x—a
In(x) = ta+BL1), ° 1( ot 7b—4> (5.8)

(n=0,1,2,...) handeln. Fiir @,, = 1 erhilt man die Polynome in
monischer Gestalt.
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6. Die Polynome von Romanovski — Jacobi
Die Gewichtsfunktion
w(x)=(x—a)*(x=0)" (a<b<x) (6.1)
148t sich wie im vorigen Abschnitt gewinnen und fithrt zu den Eigen-
werten (5.2) und zur Differentialgleichung (5.3). Lediglich die selbstad-
jungierte Form erhilt die Gestalt
[(x = @) (x = ) 77257
+{lor = 2(a +2)(B+2))(x — ) (x = 0)"y}) (6:2)
=M(x—a)*(x—=0)"y, (=0,1,2,...).

Bei der Erfiilllung der Randbedingungen aus (2.5) und zur Existenz der
dort auftretenden Momente sind wegen der oberen Intervallgrenze, die
gegen 00 strebt, zusitzliche Ubetlegungen nétig. Die untere Intervall-
grenze ist jetzt b, wobei die Randbedingungen an der Stelle x = 4 mit

B > —1 erfillbar sind. Die Existenz der fir (2.5) erfordetlichen
Momente

jo(x —2)"(x — b)Pxldx

kann jetzt nur bis zu einem endlichen Grad 1 = 2N (N € N) gesichert
werden. Dazu mull oo + 3 4+ 2N < —1 gelten, woraus wegen 3 < —1
die Forderung o < —2N entsteht. Damit sind die Randbedingungen
aus (2.5) fur #n,m = 0,1, ..., N auch an der oberen Grenze erfillt. Das
auf (b, 00) beziiglich w(x) aus (6.1) orthogonale Polynomsystem enthilt
nur Polynome der Grade »=0,1,2,... N. Wieder entstehen als
Polynomldsungen von (5.3) die Polynome von Jacobi.

7. Die Polynome von Romanovski — Bessel

Die Gewichtsfunktion ([8])
w(x) =T (x—a)" (a<x) (7.1)
148t sich aus (2.2) gewinnen, wenn
Py(x) = (x—a)' und Ps(x) = 2(a+4)(x — a)’ + 26(x — a)’
gewihlt werden. Zur Erfiillung von (2.3) mit diesem »(x) entstehen

Py(x) = pa(x — a)z +26(a+3)(x —a) + 82



Eigenwertprobleme mit Differentialgleichungen vierter Ordnung 135

und
Pi(x) = [p2 = (a4 3)(a + 4)][(a + 2)(x — 2) + 6],

wobei p, einen frei wihlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

N=nn+a+D[r—1)n+a+2)+p—(a+3)(a+4)] (7.2)
(n=0,1,2,...), und es entsteht die Differentialgleichung
(x = a)'yY +2[(a+4)(x —a) + 8(x — )] )

n

+ [pa(x — a)* + 28(c + 3) (x — a) + 8] »" (7.3)
+ [p2 — (@ +3)(a+4)[(a+2)(x —a) + 8]y, = Xy,

bzw. deren iterierte Form
LIL[y]] + [p2 = (@ +4)* + 2L 3] = A,y (7.4)
mit
L[] = (x —a)’ y) + [(a+2)(x — a) + 6]y, (7.5)
bzw. deren selbstadjungierte Form

[ — @)™ ) 4+ {[p2 — (a+ 3) (@ + )] (e — ) 2y1Y

n
= )\”efﬁ(x —a)"y,. (7.6)
Die Verschiedenheit der Eigenwerte fir z, 2 = 0,1, 2, ... wird mit

(nt+m+a+1)p—(a+3)(a+4)+i+n
Tt m)a+l)—a—2]#0

erreicht. Bei der Erfilllung der Randbedingungen aus (2.5) und zur
Existenz der dort auftretenden Momente sind wegen der oberen
Intervallgrenze, die gegen 00 strebt, zusitzliche Ubetlegungen notig.
Die untere Intervallgrenze ist a, wobei die Randbedingungen aus (2.5)
an der Stelle x =  durch 6 > 0 erfillbar sind. Die Existenz der fiir
(2.5) erforderlichen Momente

(7.7)

o 1)

[ e (x — a) “xtdx
kann wieder nur bis zu einem endlichen Grad p = 2N(N € N) gesi-
chert werden. Dazu muf3 o + 2N < —1 gelten, woraus o < —2N — 1
entsteht. Damit sind auch die Randbedingungen (2.5) fur #,m = 0,
1,..., N an der oberen Grenze etfiillt. Das auf (a4, 00) beziiglich w(x)
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aus (7.1) orthogonale Polynomsystem enthilt nur Polynome der Grade
n=0,1,..., N. Da derartige Orthogonalpolynome (bis auf einen kon-
stanten Faktor) eindeutig festliegen, kann es sich bei den Polynomlosun-
gen y,(x) von (7.3) nur um die Polynome von Romanovski—Bessel ([8])

ay 0" —mnta+l a—x

MX)=7F0< _____ ; 6) (n=0,1,...,N)

(n+a+1),’

(7.8)

handeln. Fiir ,, = 1 erhilt man die Polynome in monischer Gestalt.

8. Die Polynome von Romanovski — Pseudojacobi

Aus [8] entnimmt man fiir die Gewichtsfunktion ()

, 2(e—=Dx+vy—=2f
wi(x) =
x> 4+2fx+g
Die Gleichung (8.1) 148t sich aus (2.2) gewinnen, wenn

Py(x) = (x* +2 f x+g)°

w(x) (/7<) (8.1)

und
Ps(x) = 2(x* 4+ 2 fx + g)[2x (e + 1) + v + 2]

gewihlt werden. Zur Erfillung von (2.3) mit den aus (8.1) entstehenden
Ableitungen fiir w (x) ergibt sich

Py(x) = psx® +2[ fps + (26 + 1) (y — 2f€)]x
+gp3 —4ge(e+ 1) +y(vy+27)
und
Pi(x) = [ps — (2e + 1)(2€ + 2)](2ex + ),

wobei p3 einen frei wihlbaren reellen Parameter darstellt. Damit ergeben
sich nach (1.3) die Eigenwerte

N = n(n+2e —1)[(n—1)(n+2€) + p3 — (26 + 1) (26 +2)] (8.2)
(n=10,1,2,...) und es entsteht die Differentialgleichung
(P + 2+ 0 9V 42>+ 2 fx + ) [2x(e + 1) + 7+ 2 1] 5"
+{psx? +2[ fps + (26 + 1) (v — 2f )] + gps — 4ge (e + 1)
+y(v+2/)} oy + [ps — (26 +1)(2¢ + 2)](2ex +7) 5, = Ay,
(8.3)



Eigenwertprobleme mit Differentialgleichungen vierter Ordnung 137

bzw. deren iterierte Form

LIL[] +[ps — 2026 +4e + DL = Nys (84)

Ly = (" +2fx+) 5y + (2ex +7) 1), (8.5)
bzw. deren selbstadjungierte Form
(o + 25+ 2) 7))+ {(® + 2+ )
(o3 = (22 +1)(2e +2)] 53} = Aw i
Die Verschiedenheit der Eigenwerte fiir 7, 2 = 0,1, 2, ... wird mit
(n+m+2e—1)[ps — (26 +1)(2e + 2) + #* + »*
+ (n+m)(2e—1) —2e] £0

(8.6)

(8.7)

erreicht. Bei der Erfiilllung der Randbedingungen aus (2.5) und zur Exis-
tenz der dort auftretenden Momente sind wegen der Intervallgrenzen,
die gegen —o0 und 0o gehen, zusitzliche Uberlegungen nétig. Die Exis-
tenz der fiir (2.5) erforderlichen Momente

oo

| w(x)xtdx

—00

wird durch die Existenz von

00
J‘ X2£72+de

—0Q

gesichert. Diese kann wieder nur bis zu einem endlichen Grad p =
2N(N € N) erreicht werden. Dazu muB 2¢ — 2 4+ 2N < —1 gelten,
woraus € < —N +1 entsteht. Damit sind auch die Randbedingungen
(2.5) fur n,m =0,1,..., N an den beiden Grenzen erfullt. Das auf
(—00,00) beziiglich » (x) aus (8.1) orthogonale Polynomsystem enthilt
nur Polynome der Grade » = 0,1,..., N. Da derartige Orthogonal-
polynome (bis auf einen konstanten Faktor) eindeutig festliegen, kann
es sich bei den Polynomldsungen y,(x) von (8.3) nur um die Polynome
von Romanovski—Pseudojacobi (| 8])

a,,(—=2d)"(e + i), —nmn+e—1 x+ f+d

In(x) = ) (8.8)
(n42e—1), €+ 2d

(n=0,1,...,N;d* = f> —g,iv = 25’{77) handeln.” Fiir a,,, = 1 erhilt

2d
man die Polynome in monischer Gestalt; die Polynome ersten, zweiten

?In [7], $.155 ist bei Pseudojacobi € — i durch € + i zu ersetzen.
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und dritten Grades sind

ne)=xt L, peg=w 2,
(v +2f) g
(2e+1)(2e+2) 2e+1’
(X):X3+3(7+4f)xz Stv+2/)v+4/) B2
g3 2 +4 (2 +3)(2¢ + 4) 213
2y(3e +5)g+v(y + 2/ ) (v +4f) 2z
(26 +2)(2e +3)(2e + 4) (e+1)(e+2)

9. Die Differentialgleichung von Maroni

Aus [9] entnimmt man fiir die klassischen Orthogonalpolynome y,(x)
folgende Differentialgleichung vierter Ordnung:

L1+ 6010, —20)n(n—1) + (01 — 1)n+ 1] 42
=31(g50 — 92) 32 — ©195 95 + 0103 y4lq), (9.1)
+ (0135 — ¢1 2l9), + 9241

mit
l "
\X) = T~y =0,1,2,...).
q(X) (ﬂ+1)(ﬂ—|—2) JnJrZ(X) (” )
A ©,=1, »=1,2,3,... (Hermite, Laguerre).
(n +P+1)(”+#+1) _
(B) (") —W, ﬂ—172,37....
(By) (Jacobi) p=a+pB+3p=a+F+2.
(B,) (Bessel) p=oa+3,u=a+2 (stattp=2a+1,
W =2aim
Hinblick auf (7.8)).
(B3) (Pseudojacobi) p=2e+1,u=2¢ (zusitzlich im Hinblick
auf (8.8)).

Bei Verwendung der Polynome y;(x) — ys4(x) aus (3.6), (4.7), (5.8),
(7.8) und (8.8) entstehen aus (9.1) folgende Spezialfille der Differential-
gleichungen aus den vorigen Abschnitten:

Hermite : (3.3) mit 7 = 1;

Laguerte : (4.3) mit 0 = 2 + 4;

Jacobi : (5.3) mit p; = 2(a + 2)(8 + 2);
Bessel : (7.3) mit pr = (o + 3) (v + 4);
Pseudojacobi :  (8.3) mit p3 = (2¢ + 1)(2¢ + 2).



Eigenwertprobleme mit Differentialgleichungen vierter Ordnung 139

Diese Festlegungen der freien Parameter bedingt zwar eine besonders
einfache Gestalt der jeweiligen Differentialgleichung, aber es entstehen
immer zwei gleiche Eigenwerte \g = A\; = 0. Darin liegt wohl der
Grund, daB die Differentialgleichung (91) fiir y,12(x) (= 10,1,2,...)
angegeben wird.
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