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Zusammenfassung

Im Sinne des klassischen Dualismus elektrischer Ladungen als Teilchen und Feld wird
das auf eine mit der Geschwindigkeit v bewegte Ladung e wirkende skalare Potential
eU, das Vektorpotential eA, das Vektorprodukt r�eA und das Skalarprodukt evA
interpretiert als jeweils integrale Wechselwirkungsgr€oße des Coulomb-Felds oder des
Magnetfelds der Ladung mit €außeren Feldern, sprich elektrische Feldenergie, Feldim-
puls, Felddrehimpuls und magnetische Feldenergie. Globale Coulomb-Eichung oder
die Beschr€ankung auf den global eichinvarianten quellenfreien (transversalen) Teil von
Amuß hier angenommen werden. Dazu passend wird (als N€aherung zweiter Ordnung
in v/c, entsprechend einer Vernachl€assigung der Strahlungsd€ampfung) eine jeweils
nicht explizit zeitabh€angige Lagrange- und Hamilton-Funktion aufgestellt, aus denen
die €ublichen 7 skalaren Erhaltungsgr€oßen in einem abgeschlossenen System (Energie,
Impuls, Drehimpuls) ableitbar sind. Zwischen euphysikalischen (eine externe physi-
kalische Situation beschreibenden) und aphysikalischen (auf einer mathematischen
Identit€at beruhenden) Eichtransformationen kann zwar global, aber nicht lokal un-
terschieden werden.

Vorbemerkung: Es war ein fr€uheres Mitglied unserer Akademie, Erwin Schr€odinger,
der mich ermutigt hat, die folgenden Gedanken ohne R€ucksicht auf die Meinung von
Kollegen weiter zu verfolgen.

1. Einleitung

Ein klassischer (Newtonscher) Gravitationsmassenpunkt ist eine
verh€altnism€aßig einfache Angelegenheit. Er ist durch zwei Angaben
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bestimmt:Ort undMasse. Umgenauer zu sein, hat er eineAusdehnung,
die gen€ugend klein ist, um ihn nicht wesentlich von einem ausdeh-
nungslosen Punkt zu unterscheiden. Seine Bewegung l€aßt sich durch 3
kinetische (7 skalare) Bestimmungsgr€oßen charakterisieren: Energie,
Impuls und Drehimpuls. Seine Wechselwirkung mit anderen Massen
erfolgt €uber eine Fernwirkungskraft, die Gravitation. Diese, d.h. die auf
den Massenpunkt wirkende Kraft, wird beschrieben durch den Gra-
dienten eines skalaren Potentials, entsprechend einer potentiellen
Energie oder gravitativen Wechselwirkungsenergie. Bei der Wechsel-
wirkung zwischen Massenpunkten werden Impuls und Drehimpuls
insgesamt erhalten, w€ahrend Energie zwischen kinetischer und poten-
tieller Energie ausgetauscht wird, unter Beibehaltung der Summe
beider, d.h. unter Erhaltung der Gesamtenergie.
Das Potential wird nicht direkt gemessen, sondern nur €uber die

daraus resultierende Kraft, d.h. €uber den Gradienten des Potentials.
Dementsprechend kann man eine skalare Funktion mit verschwinden-
dem Gradienten, d.h. eine Konstante, hinzuf€ugen, ohne das physika-
lische Problem, n€amlich die Wechselwirkung, zu beeinflussen. Die
Energieerhaltung l€aßt es ebenso zu, der Bilanz eine Konstante hinzu-
zuf€ugen. Allgemeiner darf die Konstante sogar zeith€angig sein. Dem-
nach bedarf es einer mehr oder weniger beliebigen Übereinkunft
(Eichung) bez€uglich dieser Konstanten, um dem skalaren Potential
und der potentiellen Energie bestimmte Werte zuzuordnen. W€ahrend
das Potential der Eichung unterliegt, ist der Gradient davon unabh€an-
gig, d.h. eichinvariant. In der Himmelsmechanik ist es €ublich, die
Eichung so zuw€ahlen, daß das Potential imUnendlichenverschwindet.
Eine Masse im Unendlichen hat dann nicht nur keine Wechselwirkung
mit einer Masse im Endlichen (diese Aussage ist eichinvariant),
sondern erzeugt auch keine potentielleWechselwirkungsenergie (diese
Aussage ist nicht eichinvariant).
Nur diese Eichung l€asst eine direkte physikalische Interpretation zu:

Dann entspricht n€amlich die potentielle Energie gerade dem (eindeuti-
gen) Aufwand, der zur Heranf€uhrung der Masse aus dem Unendlichen
ceteris paribus n€otig w€are bzw. frei w€urde.
Ein bekanntes und keineswegs nur in der Himmelsmechanik

ben€utztes Beispiel dieser Eichung ist das Virialtheorem: Im Gleichge-
wichtszustand eines Systems von Massenpunkten (als himmelsmecha-
nisches Beispiel: Ein Sternhaufen) ist die – negative – potentielle
EnergieV doppelt so großwie die kinetischeEnergieT, d.h. 2TþV¼ 0.
Trotzdem ist – oder jedenfalls erscheint – diese Eichung, von einem

rein formalen Standpunkt aus, willk€urlich, obwohl sie zweifellos
physikalisch sinnvoll ist.
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In der Elektrodynamik ist alles ein wenig komplizierter. Zwar hat
eine klassische Punktladung e eine Masse m; ihre Bewegung v ist wie
im Gravitationsfall durch kinetische Bestimmungsgr€oßen (Energie,
Impuls, Drehimpuls) charakterisiert. Sie unterliegt aber zweierlei
Kr€aften. Die eine, elektrische, ist durch ein skalares Potential U
nur zum Teil definiert, die andere, magnetische, bedarf sogar eines
neuen Konzepts, des Vektorpotentials A. Wichtiger ist, daß die Ladung
außerdem elektromagnetische Felder um sich erzeugt oder hat,
welche –was gelegentlich €ubersehenwird – als essentieller Bestandteil
der Ladung zu gelten haben, nicht nur als rechnerisches Hilfsmittel, um
die Wirkung auf andere Ladungstr€ager zu beschreiben. Diese Felder
sind ausgedehnt. Sie sind ebenfalls durch die genannten Bestim-
mungsgr€oßen charakterisiert, lokal als Felddichten, gesamt als
Dichte-Integrale. Diese Felddichten sind ausgedehnt und nicht per se
auf einen Punkt lokalisiert. Die Symmetrie der Feldverteilung sorgt
allerdings daf€ur, daß die gemittelte Feldposition mit dem Ort der
Ladung €ubereinstimmt.
Daß die Felder kein unwesentliches Beiwerk der Ladungen sind,

mag aus der Definition des klassischen Elektronenradius erhellen: Die
gesamte Massenenergie des Elektrons ist in die Feldenergie des
umgebenden elektrischen Coulomb-Felds gepackt. Ebenso wird die
kinetische Energie des bewegten klassischen Elektrons mit diesem
Radius in die magnetische Feldenergie gepackt, der kinetische Impuls
in den Feldimpuls. F€ur andere Ladungen sind freilich diese Feldgr€oßen
immer klein gegen€uber Ruheenergie, kinetischer Energie und kine-
tischem Impuls, im Großen und Ganzen um mindestens den Faktor
me/mp bzw. einer Potenz davon. Dennoch ist immer ein Teil der
Ruhemasse einer Ladung, auch einer makroskopischen, elektromag-
netischen Ursprungs.
Ein klassisches Elektron ist ebenso wie jede andere klassische

Ladung sowohl ein Punkt (oder Fast-Punkt) als Ladung als auch
unendlich ausgedehnt als Feld. Dieser klassische Dualismus kommt
meiner Meinung nach in der Diskussion deutlich zu kurz.
Die Bewegung einer Ladung bzw. die Lorentz-Kraft auf die Ladung

ist durch zwei Felder, elektrisches und magnetisches, bestimmt. Es ist
nicht n€otig, sich mit der Frage zu besch€aftigen, ob die Kr€afte auf die
Ladung oder auf die dazugeh€origen Felder wirken, denn es gen€ugt
wegen der Symmetrie der Feldverteilung, dieKr€afte amOrt der Ladung
zu kennen. Die mit der Ladung verbundenen Felder bewegen sich
sozusagen von selbst mit der Ladung mit. Ich erw€ahne nur nebenbei,
daßman dies selbstverst€andlich im einzelnen nachvollziehen kann. Die
Felder k€onnen, so scheint es also zun€achst, erst dann ein physikalisches

Über die physikalische Bedeutung 15



Eigenleben entwickeln, wenn sie sich von den Ladungen trennen, d.h.
in Form von Strahlung – allgemeiner in Form von elektromagnetischen
Wellen – auftreten.
Elektromagnetische Felder sind, ebenso wie die sie beschreibenden

Potentiale, linear superponierbar – eine Folge der Linearit€at der
Maxwellschen Gleichungen. Das impliziert, daß sich die Felder von
zwei Ladungen €uberlagern und dabei eine Überlagerungs-Feldener-
giedichte oder Wechselwirkungs-Feldenergiedichte erzeugen, deren
mittlere Position nicht mit der Position einer der Ladungen
€ubereinstimmt. Diese Überlagerungsenergie bedarf daher einer beson-
deren Behandlung. Dasselbe gilt f€ur den Überlagerungs-Feldimpuls
bzw. -Felddrehimpuls.
Die Überlagerungsgr€oßen zweier Ladungen sind €außerst klein

gegen€uber den Einzelgr€oßen, n€amlich ungef€ahr um eine Potenz des
Faktors re/r¼ klassischer Elektronenradius/Abstand der Ladungen.
Bei einem Vielteilchenproblem mit N Teilchen k€onnen aber die
Einzelgr€oßen nur mit N, die Überlagerungsgr€oßen jedoch mit N2

wachsen. Alle makrophysikalischen elektromagnetischen Effekte
sind Überlagerungseffekte. Deshalb spielen dort, z.B. in der Plasma-
physik, die Feldgr€oßen eine wichtige Rolle, w€ahrend sie in der
Zweiteilchenphysik als St€orungen behandelt werden k€onnen. Jede
Theorie, die €außere Einfl€usse kennt, z.B. die Bewegung einer Ladung
unter €außeren Feldern, ist eine Vielteilchentheorie. Daher d€urfen
kleine Wechselwirkungseffekte in der Formulierung nicht unter-
sch€atzt werden.
Bekanntlich sind die Potentiale nicht eindeutig bestimmt. Ohne die

Kr€afte auf die Ladungen, also das elektrische und das magnetische
Feld, zu ver€andern, kann man zum Vektorpotential den Gradienten
einer beliebigen Funktion von Ort und Zeit f(r,t) hinzuf€ugen, wenn das
skalare Potential gleichzeitig durch die Zeitableitung von f erg€anzt
wird. Das nennt man Eichtransformation. Anders gesagt: Die Bewe-
gungsgleichungen der Ladungen sind unter diesen Transformationen
eichinvariant. Die physikalischen Resultate, n€amlich wie sich die
Ladungen bewegen, werden durch eine Eichtransformation nicht mod-
ifiziert. Das f€uhrt zu einer Lehrbuch-Aussage etwa der folgenden Form
(z.B. Cohen-Tannoudji et al. 2009¼ ,,CT1

”

): Das skalare und das
Vektorpotential treten nur als Zwischengr€oßen bei der Berechnung
der elektrischen und der magnetischen Feldst€arke auf. Sie haben in der
klassischen Physik keine physikalische Relevanz. Die wichtigen
Gr€oßen in der Elektrodynamik sind allein die Felder.
Es sind die (von mir) kursiv und fett geschriebenen W€orter, die

ersatzlos gestrichen werden sollten.
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Solche Lehrbuch-Aussagen sind freilich keineswegs neueren Da-
tums. Beispielsweise erw€ahnt v. Laue (1956) eine Erweiterung der
Elektrodynamik durch Mie (1912), bei der unter anderem ,,das Vie-
rerpotential, welches bisher lediglich ein mathematisches Hilfsmittel
war, eine physikalische Bedeutung bekommt

”

.
Mit den ,,wichtigen Gr€oßen

”

sind offenbar die Felder gemeint,
welche die Bewegung einer Ladung bestimmen, w€ahrend von den von
einer Ladung erzeugtenFeldern nicht dieRede ist, außer insofern als sie
wiederum die Bewegung anderer Ladungen beeinflussen. Kurz, €uber
Feldenergie und Feldimpuls wird oft genug nichts gesagt. Diese
Gr€oßen kennt man eigentlich fast nur aus der Makrophysik, bei der
Überlagerungsfelder als Energie- und Impulstr€ager eine viel gr€oßere
Rolle spielen, z.B. aus der Plasmaphysik oder noch einfacher aus der
Elektrostatik, und selbst da ist ihre Bedeutung, ja sogar ihre G€ultigkeit
keineswegs immer klar gewesen.
CT1 unterscheidet zwischen wahren physikalischen Gr€oßen und

nichtphysikalischen Gr€oßen. Die Werte der ersten Art sind durch das
physikalische Problem festgelegt – z.B. gibt das elektrische Feld die
Kraft auf eine Ladung. Diese Gr€oßen sind eichinvariant und k€onnen
direkt gemessen werden. Gr€oßen der zweiten Art k€onnen nicht direkt
gemessen werden. An einem gegebenen Ort zu gegebener Zeit k€onnen
sie, je nach Eichung, jeden beliebigen Wert annehmen, ohne die
dazugeh€orige Physik zu €andern.
Das Konzept zweier Arten von physikalischen Gr€oßen f€uhrt zu

merkw€urdigen Konsequenzen. Die Theorie erfordert, wahre und nicht-
physikalische Gr€oßen durcheinander zu mischen. Als Beispiel ist der
kanonische Impuls die Summe einer wahren (kinetischer Impuls) und
einer nicht- oder unphysikalischen (Vektorpotential) Gr€oße, womit der
kanonische Impuls als Ganzes in der klassischen Physik ebenfalls zu
einer nichtphysikalischen Gr€oße wird. Das allein ist schon erstaunlich
genug. Aber in der Quantenphysik wird der kanonische Impuls trotz
Eichabh€angigkeit als zwar nichtphysikalische, aber dennoch als we-
sentliche physikalische Gr€oße angesehen, wodurch der kinetische
Impuls zu einer nichtphysikalischen oder doch sekund€aren, unwesent-
lichen wird, und zwar haupts€achlich aus formalen Gr€unden. Im rein
mechanischen Fall ist der kinetische Impuls n€amlich auch in der
Quantenphysik eine wahre physikalische Gr€oße.
Ich halte die Bezeichnung ,,nichtphysikalisch

”

oder – fast noch
schlimmer – ,,unphysikalisch

”

f€ur reichlich irref€uhrend. Bei weitem
besser, n€amlich klarstellend, ist die Beschreibung durch Gr€ubl (2010):
,,Diese Gr€oßen enthalten neben physikalischen Fakten auch will-
k€urliche Eichkonvention

”

. Damit ist alles Wichtige gesagt.

Über die physikalische Bedeutung 17



Die zum großen Teil tats€achlich l€angst bekannten physikalischen
Fakten in den Potentialen und einigen davon abh€angigen Funktionen
aufzuzeigen, ist die Intention der vorliegenden Arbeit. Damit wird
keine neue Theorie aufgestellt, sondern nur Lehrbuchwissen anders
interpretiert. Deshalb w€are auch eine ausf€uhrlichere Literaturzitation
von wenig Wert.
Im Rahmen einer quasistation€aren N€aherung werden Strahlungs-

felder, die nicht an Ladungen gekoppelt sind, vernachl€assigt. Das muß
ich auch hier tun. Wie man z.B. bei Landau & Lifschiz (1963,
¼,,LL63

”

) nachlesen kann, ist hiervon insbesondere die explizite,
d.h. nicht explizit zeitabh€angige Schreibweise der Potentiale betroffen.

2. Interpretation der Potentiale

Zun€achst einige Fragen, die in vielen Lehrb€uchern nicht beantwortet
werden:
Eine Ladung, die unter dem Einfluß von (€außeren) Feldern steht,

erzeugt notwendig Wechselwirkungs-Feldimpuls und Wechselwir-
kungs-Feldenergien. Diese m€ussen ebenso notwendigerweise irgend-
wo in den Erhaltungsgleichungen auftauchen. Aber wo?
Da man die Felder, auch die Überlagerungsfelder, lokal durch

Felddichten beschreibt, wird man nach Integralgr€oßen suchen m€ussen.
Aber wie?
Umgekehrt tauchen die Potentiale (mit geeigneten Faktoren) zum

Beispiel in der Lagrange-Funktion mit Dimensionen von Impuls und
Energie auf. Was f€ur Impulse bzw. Energien k€onnten das sein?
In mechanischen Problemen enth€alt die Hamilton-Funktion nicht

nur die Bewegungsgleichung bzw. –gleichungen, sondern auch Aussa-
gen €uber Erhaltungsgr€oßen, n€amlich €uber Energie, kanonischen Impuls
und kanonischen Drehimpuls. Wie sieht das im elektrodynamischen
Fall aus?
Da die lokalen Felder durch Ableitungen der Potentiale bestimmt

sind, sind die Potentiale selbst als eine Art Integralgr€oßen anzusehen.
Hier nach einer Verbindung zu suchen, liegt meines Erachtens recht
nahe. Integralgr€oßen haben gew€ohnlich eine prinzipielle Unbe-
stimmtheit, soweit die Integrationsgrenzen nicht eindeutig sind. Gibt
es einen Zusammenhang mit dem Eichproblem?
Im folgenden werden die Terme eU, eA, r�eA und evA gedeutet,

genauer gesagt der jeweils eichinvariante Teil davon. Diese Interpre-
tationen sind keineswegs neu (siehe z.B. Pfleiderer 1966, ¼,,P66

”

),
aber erstaunlicherweise nahezu unbekannt. Wegen der Eichproblema-

18 J. Pfleiderer



tikwird oft sogar auch heute noch, ebenso erstaunlicherweise, die bloße
M€oglichkeit einer solchen Interpretation abgelehnt.

2.1 Skalares Potential

Das folgende ist zwar meines Wissens altbekannt, aber ich kann keine
Literaturstelle dazu angeben (außer P66). Angesichts der viel j€ungeren
Aussage von CT1, daß auch das skalare Potential eine nicht-physika-
lische Gr€oße sei, d.h. eine mathematische Hilfsgr€oße ohne jede eigene
physikalische Bedeutung, mag jedoch eine Neudarstellung sinnvoll
sein. Ich m€ochte daran erinnern, daß eine (negative) Gravitations-
Wechselwirkungs-Feldenergie im Rahmen der Newtonschen Gravita-
tionstheorie ein zwar nicht notwendiges und auch nicht allgemein
anerkanntes, aber durchaus sinnvolles Konzept darstellt.
Die potentielle Energie einer Ladung e am Ort r in einem skalaren,

durch das PotentialU beschriebenen elektrischen Feld sei eU. Dabei ist
U jedenfalls vom Ort r abh€angig und beschreibt €uber den Gradienten
amOrt r ein auf die Ladungwirkendes elektrisches Skalarfeld, dasman
gew€ohnlich Coulomb-Feld oder elektrostatisches Feld nennt. Dieses
Feld ist als Gradientenfeld einerseits wirbelfrei, andererseits notwen-
digerweise nicht €uberall quellenfrei. Die einzigen ,,euphysikalischen

”

Quellen sind dabei irgendwo im Raum verteilte andere Ladungen.
Die Ladung e l€aßt sich als Integral €uber die Raumladungsdichte

r schreiben:

e ¼
ð
rdV ¼

ð
divE dV :

Unter der Konvention, daß nur diese Ladung zur Raumladungsdichte in
dem Integral beitrage, kann das Integral €uber den unendlichen Raum
erstreckt werden (ebenso wie alle folgenden Integrale). Die Position r
der Ladung ist durch

r ¼ 1

e

ð
rr dV

beschreibbar. F€ur das der klassischen Vorstellung zun€achst entgegen-
kommende Konzept einer Punktladung wird ein solches Integral
elegant durch eine Dirac’sche Deltafunktion formuliert. Ich vermeide
dies hier, weil einerseits ausgedehnte Ladungen (Atome, Molek€ule,
selbst Molek€ulverb€ande und sogar viel Gr€oßeres) oft am besten durch
Punktdarstellungen repr€asentiert werden, und andererseits auch die
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kleinste klassische Ladung notwendig ausgedehnt sein muß (klas-
sischer Elektronenradius). Dazu ist insbesondere auf Rohrlich
(1964) hinzuweisen, der – nach meiner Kenntnis als erster – eine
ebenso konsequentewie elegante klassische Formulierung entwickelte.
F€ur das Potential, das auf die Ladung wirkt, gilt entsprechend

U ¼ 1

e

ð
rU dV :

In die Formeln geht hingegen das PotentialU(r) am ,,Ladungsort

”

r ein.
Anstatt durch eine Diracsche Deltafunktion die GleichheitU¼U(r) zu
erzwingen, will ich hier nur – als schw€achere Forderung – annehmen,
daß die Differenz vernachl€assigbar ist. Entsprechend soll auch der
Unterschied zwischen !(U) und (!U) vernachl€assigt werden.
Dann wird unter Weglassung aller Maßsystemskonstanten (oberer

Index i: intern, erzeugt durch Ladung i; oberer Index e: extern, wirkend
auf die Ladung i¼ von außen erzeugt)

eU¼
ð
rU dV ¼

ð
Ue divEi dV ¼

ð
divðUe EiÞ dV�

ð
EigradUe dV

¼0þ
ð
Ei

�
Eeþ qAe

qt

�
dV :

Hier ist davon Gebrauch gemacht, daß das Raumintegral €uber die
Ableitung (hier div) einer Funktion (hier UeEi) nach dem Gaußschen
Satz in ein Oberfl€achenintegral €uber diese Funktion umformbar ist.
Dieses verschwindet im Grenz€ubergang gegen Unendlich, wenn die
Funktion im Unendlichen wie mindestens r�3 (genauer r�2�a, a> 0)
verschwindet. Damit kann die Ableitung im Raumintegral unter Vor-
zeichenwechsel von einer Gr€oße (Feld E der Ladung, das mit r�2

abf€allt) auf die andere Gr€oße (hier Potential U, das mit jeder erzeu-
genden Ladung wie r�1 abf€allt, also auch insgesamt mindestens so,
wenn sich alle Ladungen im Endlichen befinden) verschoben werden.
Das aus r und divE folgende elektrische Feld Ei (durch die Ladung i

erzeugtes Feld) ist das Coulombfeld der Ladung. Zun€achst ist das durch
Bewegung der Ladung erzeugbare elektrische Wirbelfeld oder Induk-
tionsfeld der Ladung nicht ausgeschlossen,Ei k€onnte also durchaus das
gesamte durch die Ladung erzeugte Feld – ohne Strahlung – sein. Das
durch gradU beschriebene auf die Ladung ewirkende FeldEeþ qAe/qt
ist dagegen wirbelfrei. Das Wirbelfeld der Ladung tr€agt also zum
Integral nichts bei. Das durch qA/qt beschriebene als Erg€anzung zu
grad U geh€orige €außere Wirbelfeld ist freilich nur dann ein reines
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Wirbelfeld, enth€alt also keine zum Integral beitragenden Gradienten-
anteile, wenn auch A keine solchen Anteile (genauer keine zeitabh€an-
gigen solchen Anteile) enth€alt. Das entspricht der Annahme

divA ¼ 0

(Coulomb-Eichung). Diese Eichung ist eine globale Forderung. Ihre
G€ultigkeit in einembeschr€anktenGebiet – entsprechend einerKenntnis
der physikalischen Umst€ande nur in einem Teilgebiet – ist nicht
ausreichend. Sie w€are nicht eindeutig.
In der Coulomb-Eichung – und zwar nur in dieser – gilt also: Die

potentielle Energie eU ist gleich der elektrischen Wechselwirkungs-
energie

Ð
EiEedV, die durch die Überlagerung des Coulombfeldes der

Ladung und des €außeren Coulombfeldes entsteht. Anders ausgedr€uckt:
In derBeschreibung vonGr€ubl (2010) besteht derAusdruck eU also aus
derWechselwirkungsenergie (physikalisches Faktum) plus einem – im
allgemeinen nicht bekannten – Eichkonventionsanteil.
Die gesamte elektrische Feldenergie 1/2

Ð
E2dV besteht aus einem

Wirbelteil, der hier nicht aufscheint, und einem Quellenteil oder
Coulombteil. Dieser letztere enth€alt drei Teile: Die Coulomb-Ener-
gie des €außeren Feldes 1/2

Ð
Ee2dV, die (konstante) Eigenfeldenergie

der Ladung 1/2
Ð
Ei2dV, und eben die obige Wechselwirkungs-

energie. Deshalb ist es, allerdings nur bei konstantem €außerem
Feld, €aquivalent, wenn man eU bis auf eine Konstante mit der
gesamten, nicht aufgeteilten elektrischen Coulomb-Energie 1/2

Ð
EC

2

dV identifiziert.
Das Superpositionsprinzip – eine Folge der Linearit€at der Max-

well’schen Gleichungen – besagt, daß man Felder und Potentiale
addieren kann. Entsprechend ist die Wechselwirkung der Ladung i
mit anderen Ladungen j (d.h. j„ i) undmit im strengeren Sinne €außeren
Bedingungen e (extern) beschreibbar durch das Potential

Ui ¼
X
j„i

Uij þUie

und die Wechselwirkungsenergie durch eine Summe €uber die Wech-
selwirkung mit anderen Ladungen j und dem im strengeren Sinne
€außeren (Coulomb-)Feld.

DieWechselwirkungspotentialeUij sind – in einer N€aherung zweiter
Ordnung in v/c – durch den Ort beider Partner, genauer durch die
Ortsdifferenz bestimmt, lassen sich also explizit zeitunabh€angig (d.h.
genauer: nicht explizit zeitabh€angig) als Funktion von rij¼ |ri–rj|
beschreiben. Das auf ,,echt €außere

”

Felder zur€uckf€uhrbare €außere
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PotentialUie ist bekanntlich als eine Funktion desOrtes ri der Ladung ei
undm€oglicherweise der Zeit zu geben. Diese Zeitabh€angigkeit ist nicht
reduzierbar, solange man die €außeren Prozesse nicht im einzelnen
beschreibt. Insbesondere pflegt man die R€uckwirkung des Testk€orpers
(hier der Ladung) auf das €außere System zu vernachl€assigen und hat
deshalb die G€ultigkeit bzw. Ung€ultigkeit von Erhaltungss€atzen im
einzelnen zu pr€ufen (bekanntes Beispiel: Keine Impulserhaltung im
Eink€orperproblem).

2.2 Vektorpotential

Neben den oberen Indizes i und e amAnfang und am Ende ben€utze ich
hier die unteren Indizes 1 und 2 als Zeichen, auf welchen der
Integrandenbestandteile die Ortsableitung ! zu wirken hat. Eine
€ahnliche Rechnung wie oben, jedoch mit dem Vektorpotential, f€uhrt
dann auf

eA¼
ð
rAdV¼

ð
AedivEidV¼

ð
A2ð!1E1ÞdV

¼
ð
ðE1�ðA2�!1Þþ!1ðE1A2ÞÞdV

¼
ð
ðE1�ðA2�!1;2Þþ!1;2ðE1A2ÞÞdVþ

ð
E1�ð!2�A2ÞdV

�
ð
!2ðE1A2ÞdV¼0þ

ð
Ei�BedV�

ð
!2ðE1A2ÞdV

mit ð
!2ðE1A2ÞdV ¼

ð
fA2 � ð!2 � E1Þ � E1 divA2gdV

¼ �
ð
Ae � rotEidV �

ð
EidivAedV :

Das zweite Integral verschwindet in der Coulomb-Eichung, das erste
dann, wenn man unter E das Coulomb-Feld der Ladung e versteht. Die
Integrale mit !1,2 verschwinden wie oben, da auch A mit r�1 abf€allt,
wenn sich alle Ladungen im Endlichen befinden.
Schreibt man noch, im Sinne der Superposition,

Ai ¼
X
j„i

Aij þAie;
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so gilt in der Coulomb-Eichung, und nur in dieser, daß eiAi den
Feldimpuls (das Integral €uber die Feldimpulsdichte

Ð
E�B dV) dar-

stellt, der aus dem Coulombfeld der Ladung i und dem durch die
Bewegung der einzelnen anderen Ladungen j jeweils entstandenen
Magnetfeld bzw. dem €außeren Magnetfeld resultiert. Eine andere
Formulierung desselben Tatbestands ist, daß hier nur der eichinvariante
wirbelbehaftete und quellenfreie – der transversale – Teil A? des
Vektorpotentials einzusetzen ist.
Die Idee, das Vektorpotential mit einem Feldimpuls (¼ Feldimpuls-

dichte-Integral) pro Ladungseinheit zu identifizieren, ist nicht neu, aber
nach meiner Kenntnis nie im Sinne einer klassischen Deutung n€aher
verfolgt worden. Die €alteste Literaturstelle, die ich kenne, ist eine
Fußnote in einem amerikanischen Lehrbuch der Elektrodynamik aus
den fr€uhen 1960er Jahren, in der diese Gleichheit, allerdings sehr
rigoros eingeschr€ankt auf einen eindimensionalen Sonderfall, als Be-
sonderheit erw€ahnt wird. Trammel (1964) postuliert (meiner Kenntnis
nach als erster) die Gleichheit, ohne sie allerdings vollst€andig zu
beweisen. Seine durchaus €uberzeugende Formulierung ebenso wie
mein erg€anzender Beweis (P66) haben zu keiner mir bekannt gewor-
denen Reaktion gef€uhrt. Ungeachtet der oben zitierten klaren Aussage
von CT1 €uber die klassische Nichtrelevanz der Potentiale ist jedoch
genau diese Identifikation in Cohen-Tannoudji et al. 1997 (¼ ,,CT2

”

)
ebenso unmißverst€andlich als klassische Gleichheit enthalten, sogar
mit dem ausdr€ucklichen Zusatz, daß die Aussage eichinvariant ist,
wenn man unter A den quellenfreien oder transversalen Anteil A?
versteht.
Das Vektorpotential in Coulomb-Eichung (das ist das Gr€ubl’sche

(l.c.) ,,physikalische Faktum

”

) ist hiernach derjenige Impuls, den eine
ruhende Einheitsladung zum Gesamtimpuls eines physikalischen Sys-
tems beitr€agt. Die bewegte Ladung f€ugt dem zwei weitere Teile hinzu:
Den kinetischen Impuls und den Feldimpuls, der aus dem €außeren
elektrischen Feld und dem von der bewegten Ladung erzeugten
Magnetfeld entsteht. Dieser Feldimpuls wird durch dasjenige Vektor-
potential beschrieben, welches die bewegte Ladung am Ort anderer
Ladungen erzeugt. Er wird sozusagen ebenso einer anderen Ladung
zugeschlagen, wie deren Magnetfeld bzw. Vektorpotential durch den
Ausdruck eA der betrachteten Ladung zugeschlagen wird.

2.3 Felddrehimpuls

Hier besteht die Schwierigkeit, daß die Impulsdichte mit einem Hebel
(Abstand vomgew€ahltenUrsprung) versehenwird, der dieVerh€altnisse
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im Übergang zum Unendlichen ver€andert. Die Feldimpulsdichte muß
deshalb mindestens mit r�3�a ins Unendliche abfallen, damit die auch
hier auftretenden Oberfl€achenintegrale verschwinden. Das f€ur die
Probeladung belangreiche Vektorpotential muß entsprechend mit
r�1�a abfallen, was das Vektorpotential einer einzelnen Ladung nicht
tut – genauer gesagt, in einer quasistatischen N€aherung nicht tut. Es
gen€ugt aber, anzunehmen, daß die Gesamtladung des Systems ver-
schwindet, d.h. daß die Beitr€age positiver und negativer Ladungen sich
hinreichend aufheben. Obwohl dies eine in allen vorstellbaren prak-
tischen F€allen hinreichend erf€ullte Bedingung ist, kann die Allge-
meing€ultigkeit nur behauptet werden. Ich verweise deshalb auf die
moderne Kosmologie, die davon ausgeht, daß das Universum insge-
samt ungeladen ist. Die Einzelrechnung lautet

r�eA¼
ð
r�rAdV¼

ð
r�AedivEidV¼

ð
ðr2�A3Þð!1.E1ÞdV

¼
ð
f!1�ððr2�A3Þ�E1Þþððr2�A3Þ.!1ÞE1gdV

¼
ð
r�ðEi�BeÞdV

þ
ð

ð!ðr�AÞEÞþ!�AðrEÞ þð!AÞðE�rÞþA�Ef
þE�A�ðA�rotEÞ�rþðE�rÞdivA�EðArotrÞgdV

Die Ableitungen ! wirken auf alles, was dahinter steht, also jeweils
auf den ganzen Integranden. Entsprechend verschwinden diese Inte-
grale wegen der Bedingungen im Unendlichen. Das vorletzte Glied
verschwindet in Coulomb-Eichung, das davorstehende, wenn man
unter E das Coulomb-Feld der Ladung versteht. Es bleibt nur das erste
Glied €ubrig.
Der Ausdruck r�eA stellt also in Coulomb-Eichung den Felddreh-

impuls (¼Raumintegral €uber die Feld-Drehimpuls-Dichte) dar, der
durch das Coulomb-FeldEi der Ladung emit dem €außerenMagnetfeld
Be entsteht, und zwar auch dann, wenn die Ladung ruht. Ein weiterer
Feld-Drehimpuls, der durch das von der mit der Geschwindigkeit v
bewegten Ladung ei erzeugte Magnetfeld mit einem €außeren elek-
trischen Feld entsteht, ist hier nicht enthalten, sondern wird dem
€außeren System zugeschlagen.

Auch diese Identifikation ist nicht neu, sondern in fr€uheren Pub-
likationen (P66, CT2) nachlesbar.
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2.4 Magnetische Wechselwirkung

evA ¼
ð
rvAdV ¼

ð
jAdV ¼

ð
Ae

�
rotBi � qEi

qt

�
dV

¼ �
ð
Ae qE

i

qt
dV þ

ð
!1ðB1 � A2ÞdV

¼
ð
divðB� AÞdV �

ð
B1ðA2 �!2ÞdV ¼ þ

ð
BiBedV :

Das Integral €uber AqE/qt verschwindet, wenn man unter E das wirbel-
freie Coulomb-Feld der Ladung versteht, da A in Coulomb-Eichung
quellenfrei ist. Das Integral €uber die Divergenz ist (Gauß) ebenfalls
Null.
Damit ist evA in dieser Eichung die magnetische Wechselwirkungs-

energie aus dem Magnetfeld, welches die mit v bewegte Ladung e
erzeugt, und dem €außeren Magnetfeld, welches Anlaß ist f€ur das
Vektorpotential A am Ort der Ladung.
Chandrasekhar und Fermi (1953) f€uhrten die Energiedichte des

Magnetfeldes 1/2B
2 in den Virialsatz f€ur das interstellare Medium –

im wesentlichen ein elektrisch neutrales, aber stark ionisiertes Gas –
ein. Der Beweis in Teilchenformulierung unter Verwendung des
Vektorpotentials wurde, soweit ich weiß, erstmalig von mir (P66)
gegeben. In einem solchen Gas ist, wie schon in der Einleitung
begr€undet, ein makroskopisches Magnetfeld (via gerichtete Str€ome
innerhalb des Gases) ein reines Wechselwirkungsfeld. Wegen der
starken Ladungsneutralit€at ist das elektrische Wechselwirkungsfeld
demgegen€uber vernachl€assigbar. Im interstellaren Gas ist die poten-
tielle Energie (nahezu) vollst€andig gravitativen Ursprungs.

3. Lagrange-Funktionen

F€ur eine einzelne Ladung wird die Bewegungsgleichung (¼ €Anderung
der Geschwindigkeit bzw. des kinetischen Impulses) ebenso wie die
Impulsgleichung (¼ €Anderung des kanonischen Impulses) durch die
bekannte Lagrange-Funktion

L0ðr; v; tÞ ¼ 1

2
mv2þ evAðr; tÞ � eUðr; tÞ

mit den unabh€angigen Koordinaten Ort q (¼ r) und Geschwindigkeit
v¼ dq/dt sowie der Zeit t und mit dem zur Ortskoordinate q kanonisch
konjugierten Impuls
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p ¼ qL
qv

¼ mvþ eAðr; tÞ

dargestellt. Sie enth€alt neben der kinetischen Energie und der (negativ
gez€ahlten) potentiellen Energie auch – in Coulomb-Eichung – die
magnetische Wechselwirkungsenergie. L0 ist nur dann nicht explizit
zeitabh€angig, wenn es sich um eine Bewegung in zeitunabh€angigen
€außeren Feldern handelt. Die Impulsgleichung lautet

dp

dt
¼ qL

qq
¼ �!ðeU � evAÞ:

Die Form dieser Gleichung ist eichunabh€angig, also sozusagen nicht
ganz so ,,unphysikalisch

”

wie der kanonische Impuls selbst. Bei einer
Eichtransformation €andern sich zwar beide Seiten der Gleichung,
jedoch in gleicher Weise.
An dieser Stelle ist eine Lehrbuch-Aussage (z.B. CT1) erg€anzbar:

,,Obwohl sich die Lorentzkraft nicht aus einem Potential ableiten l€aßt,
existiert eine Lagrange-Funktion

”

.
Man kann sich ebenso gut folgerichtiger und vor allem positiver auf

Newton – also nicht gerade neueste Literatur – beziehen, der die Kraft
bekanntlich mit der Impuls€anderung korrelierte:
Aus dem kinetischen Impuls p¼mv wird hier der kanonische oder

generalisierte Impuls p� ¼mvþ eA.
Aus dem kinetischen Potential V¼ eU wird hier das generalisierte

oder ,,kanonische

”

Potential V� ¼ e(U�vA).
Aus der kinetischen Potentialkraft k¼�!V wird hier die generali-

sierte oder kanonische Potentialkraft k�¼�!V�.
Aus der kinetischen Bewegungsgleichung dp/dt¼�!V wird hier

die generalisierte, kanonische Bewegungsgleichung oder kanonische
Impulsgleichung dp�/dt¼�!V�.
Mit der Interpretation des kanonischen Impulses als so etwas wie ein

Gesamtimpuls einer Ladung kommt man wieder direkt auf Newton
zur€uck:

Gesamtkraft¼ zeitliche €Anderung des Gesamtimpulses.

Zur Erinnerung:L0 ist nicht eindeutig bestimmt. F€ugt man die totale
Zeitableitung einer beliebigen skalaren Funktion ef(r,t),

def

dt
¼ e

qf
qt

þ ev!f ;

hinzu, so erh€alt man
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L0
0 ¼ 1

2
mv2 þ evðAþ!f Þ � e

�
U � qf

qt

�
;

Dies entspricht einer Eichtransformation, die ja bekanntlich weder an
der Bewegungsgleichung noch –wasweniger bekannt ist – an der Form
der Impulsgleichung etwas €andert.
F€ur ein Vielteilchensystem kann man die Potentiale, wie oben

erw€ahnt, als Superpositionen schreiben:

Ui ¼
X
j

Uij þUieðri; tÞ und

Ai ¼
X
j

Aij þAieðri; tÞ

mit j„ i. F€ur die Wechselwirkungspotentiale Uij und Aij gibt es 2
M€oglichkeiten: Erstens kann man sie als eine besondere Art €außerer
Potentiale und damit als FunktionenvonOrt der jeweiligen Ladung und
Zeit ansehen: Uij(ri, t) und Aij(ri, t). Da die wechselwirkenden Ladun-
gen j sich bewegen (ebenfalls Bewegungsgleichungen unterworfen
sind), sind diese Potentiale notwendigerweise explizit zeitabh€angig.
Die dazugeh€orige Lagrange-Funktion ist gerade die Summe aller
Einzelfunktionen:

L1ðri;vi; i¼1; . . . ;N;tÞ ¼
X
i

1

2
miv

2
i þ

X
i

eiviAiðri;tÞ�
X
i

eiUiðri;tÞ:

Diese Lagrange-Funktion enth€alt offensichtlich die durch Uij und Aij

beschriebenen Wechselwirkungen zwischen zwei Ladungen i und j
jeweils zweimal, n€amlich f€ur jede Ladung g€anzlich, die Wechselwir-
kungen mit einem €außeren System (Uie und Aie) dagegen nur einmal.
Ebenfalls zur Erinnerung der Beweis, dass diese L1 valide ist: Der

kanonische Impuls folgt aus

pk ¼ qL
qvk

¼ mkvk þ ekAkðrk; tÞ

wie vorher. Die Impulsgleichung (mit q/qqk¼!k) ist – ebenfalls wie
vorher –

dpk
dt

¼ qL
qqk

¼ �ek!kðUk � vkAkÞ

mit
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ek!kðvkAkÞ ¼ ekvk � ð!k � AkÞþ ekðvk!kÞAk

¼ ekvk � Bk þ ek
dAk

dt
� ek

qAk

qt
;

sodaß sich letzlich mit

Ek ¼�!kUk � qAk

qt

die jeweilige (kinetische) Bewegungsgleichung der Ladung

dmkvk
dt

¼ dpk
dt

� dekAk

dt
¼ ekEk þ ekvk � Bk

ergibt. Diese Lagrange-Funktion ist zwar wohlbekannt, aber wird z.B.
bei CT1 nie in voller L€ange explizit hingeschrieben oder gar diskutiert,
so daß unklar bleibt, von welchen Gr€oßen die Wechselwirkungspo-
tentiale abh€angen sollen. Die simple Tatsache, daß L1 nur dann eine
valide Lagrange-Funktion ist, wenn diese als Funktionen von ri und t
gegeben werden, habe ich nirgendwo erw€ahnt gefunden.
Da alle Summenterme in L1 jeweils nur von den Koordinaten eines

einzigen Teilchens abh€angen, kann man im Prinzip f€ur jede Ladung
eine eigene Eichung bzw. eine eigene Eichtransformation mit fi(ri, t)
angeben. Eine generelle Umeichung mit einer f€ur alle Ladungen
gleichen Transformationsfunktion f(r, t) erfordert, sie f€ur jede Ladung
getrennt in L1 einzuf€ugen:

L0
1 ¼

X
i

�
1

2
miv

2
i þ eiviðAi þ!i f ðri; tÞÞ � ei

�
Ui � qf

qt

��
r¼ri

��
:

Wie oben erw€ahnt, ist diese Lagrange-Funktion notwendig explizit
zeitabh€angig, sobald die Wechselwirkung zwischen freien La-
dungstr€agern beschrieben werden soll, nicht nur der Einfluß konstanter
externer Felder.
Will man nun diese Wechselwirkung genauer untersuchen, braucht

man die Wechselwirkungspotentiale in expliziter Form. Dazu ist es
freilich n€otig, eine N€aherung zu ben€utzen. Will man die Einf€uhrung
von neuen Variablen, n€amlich Beschleunigungen, in die Lagrange-
Funktionvermeiden, so hatman sich auf eine quasistation€areN€aherung
zweiter Ordnung in v/c zu beschr€anken (LL63). Dies ist auch die
h€ochste N€aherung, die keine Strahlungsd€ampfung enth€alt, so dass man
die Existenz einfacher Erhaltungss€atze erwarten darf. Sie ist zudem
keine unzul€assig einschr€ankende N€aherung, denn mit der Einf€uhrung
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der kinetischen Energie in die Lagrange-Funktion hat man sich ja
bereits mit einer N€aherung zweiter Ordnung in v/c zufrieden gegeben.
NachLL63 lauten die expliziten Potentiale in dieserN€aherung und in

Coulomb-Eichung (abgesehen von Maßsystemskonstanten)

Uij ¼ ej

rij
;

Aij ¼ 1

2
ej

�
vj
rij

þ rijðvjrijÞ
r3ij

�
:

Insbesondere stimmt also in dieser Eichung das skalare Potential mit
dem der nullten N€aherung (A¼ 0) €uberein. Wie die oben gegebene
Deutung der Potentiale erfordert, sind die Wechselwirkungsenergien
symmetrisch in den jeweils zwei beteiligten Ladungen i und j,

eiUij ¼ ejUji und eiviAij ¼ ejvjAji:

M€ochte man eine (bis auf eine eventuelle Zeitabh€angigkeit der €außeren
Felder) nicht explizit zeitabh€angige Lagrange-Funktion haben, so sind
diese expliziten Formen zu ben€utzen. Daß sich bei einem solchen
Schritt auch die Lagrange-Funktion €andert, nicht nur die Darstellung
der Potentiale, habe ich in der Literatur nicht erw€ahnt gefunden.
Vielleicht sollte ich mich hier genauer ausdr€ucken: Daß sich bei dieser
anderen Darstellung der Potentiale auch die Summierung €andert (wie
gleich im n€achsten Absatz beim skalaren Potential), ist durchaus
bekannt, aber daß dies eine substantielle €Anderung der Lagrange-
Funktion bedeutet, wird verschwiegen.
Aus der Mechanik ist die explizite Schreibweise f€ur die skalare

Wechselwirkung bzw. deren Energie und die Übertragung auf andere
skalare Wechselwirkungen wohlbekannt. F€ur Ladungen werden sie als

V ¼ 1

2

X
i

X
j

eiUijðrijÞ

geschrieben. Hier geht Si €uber alle Ladungen, Sj €uber alle mit j„ i. Der
Faktor 1/2 deutet an, daß hier die Wechselwirkungsenergien zwischen
zwei Teilchen i und j, eiUij oder ejUji, gemittelt jeweils zur H€alfte jedem
Teilchen zugeschlagen werden. Eine andere Schreibweise w€are, den
Faktor 1/2 zu vermeiden, indem Sj nur €uber j< i erstreckt wird. Diese
Schreibweise setzt die Symmetrie der expliziten Potentialenergien
direkt voraus. Zwar ist eine solche Voraussetzung durch die obige
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Deutung der Terme notwendig, aber ohne diese Deutung ist es jeden-
falls nicht unmittelbar einleuchtend, daß sie unvermeidbar w€are.
Die entsprechende, ebenfalls nicht unbekannte Lagrange-Funktion

ist

L2¼
X
i

1

2
miv

2
i þ

X
i

eiviAiðri;tÞ�1

2

X
i

X
j

eiUijðrijÞ�
X
i

Uieðri;tÞ„L1:

Sie enth€alt, im Gegensatz zu L1, die Energie der skalaren Teilchen-
wechselwirkung nur einmal, diemagnetische Teilchenwechselwirkung
dagegen wie L1 zweimal. Umeichungen sind wie bei L1. Die Terme
qf/qt k€onnen bei Ue angebracht werden, ohne daß die Wechselwir-
kungsterme ver€andert werden m€ussen. Hat man jedoch ein abgeschlos-
senes System ohne €außere Felder oder Potentiale, d.h. Uie¼0, so w€are
es nicht sinnvoll, €uber eine Eichtransformation k€unstlich eine Art
€außeres Potential einzuf€uhren. Formal ist dies vermeidbar, solange f
zeitunabh€angig ist.
Nicht aus der Literatur bekannt ist mir die von L2 verschiedene

Form L3 der Lagrange-Funktion, in der auch der magnetische Anteil
explizit gegeben ist. DerWechselwirkungsanteil ist, wie oben begr€un-
det, ebenfalls mit dem Faktor 1/2 zu versehen. Diese Lagrange-Funk-
tion, eine konsequente N€aherung zweiter Ordnung in v/c, lautet
entsprechend

L3 ¼
X
i

1

2
miv

2
i þ

X
i

ei

�
1

2

X
j

ðviAijðvj; rijÞ � UijðrijÞÞ

þ viAieðri; ðtÞÞ � Uieðri; ðtÞÞ
�
:

Sie ist nicht explizit zeitabh€angig, solange es die €außeren PotentialeAie

und Uie nicht sind.
Hier gilt nun als erstes zu zeigen, daß diese Lagrange-Funktion

valide ist. Man findet f€ur den kanonisch konjugierten Impuls

qL3

qvk
¼ mkvk þ 1

2

X
j

ekAkj þ 1

2

X
i

eivi
qAik

qvk
þ ekAke

(i „ k und j„ k) mit

eivi
qAik

qvk
¼ qðeiviAikÞ

qvk
¼ qðekvkAkiÞ

qvk

wegen der Symmetrie, daher
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pk ¼ mkvk þ ekAk

wie erwartet. F€ur qL/qrk ergibt sich, daß nur die Terme Akj, Aik, Ake,
Uik, Ukj und Uke Beitr€age liefern:

qL
qrk

¼!k

�
1

2

�X
i„k

eiðviAik�UikÞþ
X
j„k

ekðvkAkj�UkjÞ
�

þekvkAke� ekUke

�
:

Wieder f€uhrt die Symmetrie der Potentiale dazu, daß die beiden
Summen mit dem Faktor 1/2 gleich sind. Also ergibt sich

qL
qrk

¼!kðekvkAk�ekUkÞ¼ ekvk�ðrotAkÞþekðvk!kÞAk�ekgradUk

¼ ev�BþdeA

dt
�e

qA
qt

�gradðekUkÞ¼ ev�BþeEþe
dA

dt
¼ dpk

dt
;

d.h. die Impulsgleichung (und damit die Bewegungsgleichung) f€ur die
Ladung k.
In dieser Version erscheinen, wie erw€ahnt, die Wechselwirkungs-

energien zwischen zwei Teilchen jeweils nur einmal, in der obigen,
explizit zeitabh€angigen Form L1 dagegen zweimal. In Worten: L3

besteht aus der gesamten kinetischen Energie, der (negativ genomme-
nen) gesamten potentiellen (¼ elektrischen) Wechselwirkungsenergie
zwischen den Ladungen undmit einem€außeren Feld, und der gesamten
magnetischen Wechselwirkungsenergie, ebenfalls zwischen den La-
dungen und gegebenenfalls mit einem €außeren Magnetfeld.
In L3 lassen sich die einzelnen Wechselwirkungspotentiale direkt

umeichen. Denn nur die explizite Form erlaubt es, die Koordinaten des
Wechselwirkungspartners aktiv in die Eichung einzubeziehen.
Es sei noch einmal darauf hingewiesen, daß ein und dasselbe

Problem mit substantiell verschiedenen Lagrange-Funktionen be-
schrieben werden kann. Es gibt aber nur eine, die, soweit es das
Problem €uberhaupt erlaubt, nicht explizit zeitabh€angig ist. Daß in ihr
die Strahlungsd€ampfung vernachl€assigt werden muß, wurde bereits
erw€ahnt.

4. Hamilton-Funktionen H

Sie leiten sich aus den jeweiligen Lagrange-Funktionen mittels

H ¼
X
i

pivi � L
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ab. Die unabh€angigen, kanonisch konjugierten Variablen sind qi¼ ri
und pi¼ qL/qvi. Aus L1 ergibt sich bekanntermaßen

H1 ¼
X
i

1

2mi

ðpi � eiAiðqi; tÞÞ2þ
X
i

eiUiðqi; tÞ:

Sieenth€alt,wieL1, diepotentielleEnergiederWechselwirkungzwischen
den Ladungen doppelt. Wie L1 ist sie notwendig explizit zeitabh€angig,
undzwar sogar auch in einer dembekanntenmechanischenFall analogen
statischen N€aherung A¼ 0 (N€aherung nullter Ordnung in v/c). Aus
beidenGr€unden ist es nicht empfehlenswert, hier von derGesamtenergie
zu sprechen, wie es fast €ublich ist. Auch die zu L2 geh€orige

H2 ¼
X
i

1

2mi

ðpi�eiAiðqi; tÞ2þ
1

2

X
i

X
j

eiUijðrijÞþ
X
i

eiUieðqi;ðtÞÞ

(mit rij¼ |qi–qj|) ist bekannt. Wie H1 ist sie €uber das Vektorpotential
notwendig explizit zeitabh€angig. Sie ist also, im Gegensatz zu H1, in
nullter Ordnung in v/c, d.h. A¼ 0, zeitunabh€angig und beschreibt
dementsprechend die Erhaltungss€atze des mechanischen Analogons.
In zweiter Ordnung in v/c ist sie explizit zeitabh€angig und kann deshalb
die Erhaltungss€atze dieser N€aherung nicht beschreiben.
Die Geschwindigkeit vi einer Ladung i, die in der Lagrange-For-

mulierung eine der unabh€angigen Variablen war, ist dies in einer
Hamilton-Formulierung nicht mehr. Sie h€angt sowohl in H1 als auch
inH2 von beiden unabh€angigen – den kanonischen –Variablen qi und pi
der Ladung und außerdem explizit von der Zeit t ab:

vi ¼ 1

mi

ðpi � eiAiðqi; tÞÞ ¼ vðqi; pi; tÞ:
Nicht in der Literatur findet man die entweder direkt aus L3

abgeleitete oder €uber eine kanonische Transformation aus H1 oder
H2 ableitbareH3, die ebenso wie L3 nur dann explizit zeitabh€angig ist,
wenn die €außeren Potentiale Uie(ri,(t)) und Aie(ri,(t)) dies durch ex-
plizite Zeitabh€angigkeit erzwingen. Sie enth€alt wie L3 auch das
Vektorpotential der Wechselwirkungen Aij in expliziter, nicht explizit
zeitabh€angiger Schreibweise und lautet

H3ðqi;pi; i ¼ 1;NÞ ¼
X
i

1

2
miv

2
i þ

1

2

X
i

X
j

eiviAijðvj; rijÞ

þ 1

2

X
i

X
j

eiUijðrijÞþ
X
i

eiUieðri; ðtÞÞ
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mitqi¼ ri, rij¼ ri–rj, pi¼miviþ eiAi,Ai¼SjAij(vj, rij)þAie(ri, (t)).Hier
haben wir eine v€ollig neue Situation vor uns. Die Geschwindigkeit vi
einer Ladung i ist €uber die Wechselwirkungspotentiale Aij von allen
anderen Geschwindigkeiten und Orten abh€angig und damit eine (un-
bekannte) Funktion aller 2N kanonisch konjugiertenVariablen q und p.
Über das €außere Vektorpotential Aie h€angt sie zudem gegebenenfalls
auch explizit von der Zeit ab. Wie €ublich h€angt die potentielle Wech-
selwirkungUij nur vomAbstand |qi� qj|¼ |ri�rj|¼ rij der Ladungen ab.
Uie und Aie h€angen nur vom Ort qi¼ ri und gegebenenfalls explizit von
der Zeit t ab.
Der erste Term in H3 ist die kinetische Energie, der zweite die

magnetische Wechselwirkung mit den anderen Ladungen, der dritte
die entsprechende elektrische Wechselwirkung, und der letzte Term
die elektrische Wechselwirkung mit einem (gegebenenfalls zeit-
abh€angigen) vorgegebenen €außeren elektrischen Feld. Die in L3

auch enthaltene magnetische Wechselwirkung mit einem ebenfalls
gegebenenfalls zeitabh€angigen, aber vorgegebenen €außeren Magnet-
feld fehlt wie in H2. Coulomb-Eichung ist bei dieser Deutung der
einzelnen Terme wie fr€uher vorausgesetzt. Im ersten Term ist bei
mivi¼ pi�eiAi das ganze Vektorpotential Ai¼Sj AijþAie(ri,(t))
einzusetzen. Dieser Term (und damit jede einzelne Geschwindigkeit)
ist also ebenso wie der zweite Term, aber im Gegensatz zum dritten,
€uber das €außere Vektorpotential m€oglicherweise direkt explizit
zeitabh€angig.
Zun€achst soll nachgewiesen werden, daß es sich hier um eine valide

Hamilton-Funktion handelt. Die Ableitung vonH3 ausL3 bzw.H1 oder
H2 stellt das freilich schon sicher. Der direkte Nachweis besteht in der
Berechnung von qH3/qpk und qH3/qqk. Allgemein gilt

q
qpk

¼
X
i

q
qvi

qvi
qpk

;

q
qqk

¼
X
i

q
qvi

qvi
qqk

þ!k

mit unbekannten Ableitungen qv/qp und qv/qq. Die gegebenenfalls
nichtverschwindenden und ebenfalls unbekannten Ableitungen qv/qt
sind nicht von Belang.
Der erste Term von H3 ergibt (der obere Index c zeigt an, dass eine

Gr€oße bei der Differentiation konstant ist)
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q
P

i
1
2
miv

2
i

qpk
¼
X
i

qvci ðpi�
P

j eiAij�eiAieÞ
qpk

¼ vk�
X
i

X
j

qðeiviAijÞ
qvj

qvj
qpk

da i„ j und Aie nur von q abh€angt.
Beim zweitenTerm ist die Symmetrie derWechselwirkungsenergien

wesentlich, d.h. man kann die Indizes nicht nur in einer Doppelsumme
€uber alle Ladungen, sondern auch einzeln imEnergieterm innerhalb der
Summen vertauschen. DasWechselwirkungspotentialAij ist von vj und
vom nur q-abh€angigenAbstand rij¼ ri–rj abh€angig. Das sollte €ubrigens
sinnvollerweise nicht nur in der Coulomb-Eichung gelten. F€ur eiviAij

gilt so

q
qpk

¼ q
qvi

qvi
qpk

þ q
qvj

qvj
qpk

;

also

1

2

XX qðeiviAijÞ
qpk

¼ 1

2

XX qðeiviAijÞ
qvi

qvi
qpk

þ qðeiviAijÞ
qvj

qvj
qpk

� �

¼ þ
XX qðeiviAijÞ

qvj

qvj
qpk

:

Die beiden Terme der potentiellen Energie U sind nur orts- (und
gegebenenfalls zeit-) abh€angig und geben deshalb keinen Beitrag. Es
bleibt also

qH3

qpk
¼ vk ¼ dqk

dt
:

Die erste der Hamiltonschen Gleichungen ist erf€ullt.
Bei der Berechnung von qH3/qqk ist zun€achst darauf hinzuweisen,

daß q/qq nur im Fall einer reinen Ortsfunktion mit dem einfachen
Gradienten ! €ubereinstimmt: Wie oben erw€ahnt, sind die Ge-
schwindigkeiten vi und vj (in unbekannter Weise) Funktionen nicht
nur von p, sondern auch von q, w€ahrend immer!v¼ 0.Daher gilt z.B.
f€ur eiviAij:

q
qqk

¼ q
qvi

qvi
qqk

þ q
qvj

qvj
qqk

þ!k:
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Der erste Term f€uhrt auf

X
i

qð1
2
miv

2
i Þ

qvi

qvi
qqk

¼
X
i

vi
qmivi
qqk

¼
X
i

vi
qpi
qqk

�
X
i

vi
qeiAi

qqk

¼ 0�
X
i

X
j

qeiviAij

qvj

qvj
qqk

�
X
i

X
j

!keiviAij

�
X
i

!keiviAie;

mitXX
!keiviAij¼

X
j

!kekvkAkjþ
X
i

!keiviAik¼2!k

X
j

ekvkAkj;

der zweite auf

1

2

X
i

X
j

�
qeiviAij

qvi

qvi
qqk

þ qeiviAij

qvj

qvj
qqk

þ!keiviAij

�

¼þ
XX qeiviAij

qvj

qvj
qqk

þ 1

2

XX
!keiviAij:

Der dritte und vierte Term f€uhren in bekannter Weise auf

!k

�
1

2

X
i

X
j

eiUij þ
X
i

eiUie

�
¼ !kekUk:

Zusammen ergibt sich so das richtige Ergebnis

qH3

qqk
¼ � dpk

dt
¼ ek!kðUk � vkAkÞ:

Damit ist auch die zweite Hamilton-Gleichung verifiziert.
Man braucht also die unbekannten Terme qv/qp und qv/qq nicht zu

kennen, da sie sich gegenseitig herausheben, so daß nur bekannte
Terme €ubrigbleiben.
Diese Hamilton-Funktion hat die unangenehme Eigenschaft, daß die

Geschwindigkeiten nicht explizit als Funktion der kanonischen Koor-
dinaten q, p angegeben werden k€onnen, da jedes in p enthaltene
Vektorpotential von allen anderen Geschwindigkeiten abh€angt. Man
begegnet hier also dem ungew€ohnlichen Problem, dass diese Hamil-
tonfunktion €uberhaupt nicht explizit als Funktion ihrer unabh€angigen
Variablen q, p angeschrieben werden kann. Aber sie ist die einzige
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Hamilton-Funktion, die auch in zweiter N€aherung nicht explizit zeit-
abh€angig ist, und sie ist die einzige, aus der die bekannten 7 skalaren
Erhaltungskonstanten einer erhaltenden Wechselwirkung (Energie H,
Impuls Sp, Drehimpuls Sq� p)) direkt abgeleitet werden k€onnen.
Hier ist wieder einmal zu betonen, daß eine Hamilton-Funktion eben

mehr darstellt, als nur eine andere Schreibweise der Bewegungsglei-
chung(en). Ebenso ist noch einmal darauf hinzuweisen, daß die
€Anderung des generalisierten Impulses sich aus einem generalisierten
skalaren Potential ableiten l€aßt, ein in seiner Bedeutung vermutlich
untersch€atztes Analogon zur Mechanik.

5. Erhaltungss€atze

H3 ist nicht explizit zeitabh€angig außer €uber die externen Potentiale
Uie, Aie. Nur wenn diese zeitkonstant sind, wird die Energie in H3

erhalten. In einem abgeschlossenen System ohne externe Potentiale
kann man also sinnvoll von Gesamtenergie sprechen. Das passt zu der
hier verwendeten, schon in der Einleitung erw€ahntenN€aherung, bei der
Strahlungsd€ampfung vernachl€assigt wird. Ein klassisches System von
Ladungstr€agern kann ohne diese Vernachl€assigung ja gar nicht abge-
schlossen werden. Dieser Energiesatz ist mir nur aus makroskopischen
Formulierungen (mit den entsprechenden Feld-Integralen statt den
Potentialen) bekannt.
Der Grund daf€ur ist einfach: Bei der Wechselwirkung von einzelnen

Ladungstr€agern ist die elektrische Wechselwirkungsenergie klein ge-
gen die Eigenenergie (Coulomb-Energie) der jeweiligen elektrischen
Felder. Die elektrische Feldenergie besteht weitgehend aus den Eigen-
energien. Diese Eigenenergien sind freilich in guter N€aherung konstant
und sollten deshalb eigentlich nicht in die Hamiltonfunktion, die
€Anderungen beschreiben soll, aufgenommen werden, ebenso wie
trivialerweise die Ruheenergie mc2 der Ladungen in H gew€ohnlich
nicht eingebracht wird. Es ist deshalb keine Fehler, nur inkonsequent,
wenn – wie z.B. bei CT2 – die gesamte Feldenergie

Ð
1/2E

2dV statt nur
die Wechselwirkungsenergie in den Energieausdruck eingesetzt wird.
Es bedarf einer riesigen (makroskopischen) Anzahl von Ladungen,

um die elektrische Wechselwirkungsenergie vergleichbar mit den
Eigenenergien zu machen. Aber schon im Zweik€orperproblem, z.B.
dem (klassischen) Wasserstoffatom, ist die Wechselwirkungsenergie
(potentielle Energie) von der gleichen Gr€oßenordnung wie die in der
Hamilton-Funktion erscheinende kinetische Energie des Elektrons.
In€ahnlicherWeise ist diemagnetische Energie von h€oherer Ordnung

in v/c und damit gegen€uber der skalar-potentiellen Energie gew€ohnlich
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zun€achst vernachl€assigbar oder als St€orung behandelbar. Makrosko-
pisch kann man dagegen diese skalar-potentielle Energie durch La-
dungs-Neutralit€at beliebig klein gegen€uber der magnetischen Energie
machen. Ich gab das Beispiel des interstellaren Mediums.
In einemSystem, das durch ein nicht explizit zeitabh€angiges skalares

Potential V bestimmt ist, wird die Energie (kinetische plus potentielle)
erhalten. Ein solches System heißt konservativ. Zumindest urspr€ung-
lich bezieht sich die Bezeichnung ,,konservativ

”

auf die Erhaltung der
Energie. Insofern ist es also nicht richtig, den Fall der durch ein etwas
komplizierteres, aber effektiv ebenfalls skalares Potential e(U�vA)
bestimmten elektromagnetischen Wechselwirkung, deren Energieer-
haltung ja seit rund 150 Jahren unwidersprochen ist, als nicht konser-
vativ zu bezeichnen oder gegen den konservativen Fall abzusetzen.
F€ur die Impulsbilanz ben€utzt man das obige Ergebnis, daß qH3/qqk

als gew€ohnlicher Gradient eines Energieausdrucks e(U�vA) darstell-
bar ist. Beide Potentiale U und A h€angen bez€uglich der Wechselwir-
kung kj nur von den relativen Ortskoordinaten rkj¼ rk�rj ab. Ihre
Summierung hebt sich ebenso auf wie im €ublicheren Fall eines ,,nur

”

skalaren Potentials. Es bleibt

X
k

dpk
dt

¼ �
X
k

ek
qðUke � vkAkeÞ

qrk:

Wie zu erwarten, wird in einem abgeschlossenen System (ohne €außere
Potentiale) der Gesamtimpuls, dargestellt durch den kanonisch konju-
gierten Impuls, erhalten – ein Ergebnis, das ebenso trivial ist wie es
bisher in einer Teilchendarstellung noch nicht oder nicht allgemein
verst€andlich formuliert wurde.
Mit diesem Ergebnis sieht man besonders leicht, wie eine weitere

negative Lehrbuchaussage ins Positive verkehrt werden kann. Es heißt
€uber das dritte Newtonsche Axiom actio¼ reactio (z.B. bei CT1):
,,Dieses Axiom gilt f€ur Gravitationskr€afte und elektrostatische Kr€afte,
jedoch nicht f€ur magnetische Kr€afte (deren Ursprung relativistischer
Natur ist)

”

. – Hier wird unter Kraft offensichtlich der Einfluß auf die
Bewegung von Teilchen verstanden, also die €Anderung des kinetischen
Impulses. Die Felder dienen allein zur Vermittlung dieser Kr€afte. Sieht
man die Felder jedoch als essentiellen Bestandteil der Ladungen an, so
ist der Gesamtimpuls zu betrachten, und dann gilt dasAxiom eben auch
im elektromagnetischen Fall. Dazu ist es freilich n€otig, die Symmetrie
der Wechselwirkungsenergien anzunehmen, was uns auf die quasista-
tion€areN€aherung zweiterOrdnung in v/c f€ur die Potentiale zur€uckf€uhrt,
in der Strahlungsverluste vernachl€assigt werden. Aber diese N€aherung
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ist auch in dem in der Lehrbuchaussage angesprochenen elektrosta-
tischen Fall A¼0 n€otig, da ja die Probeladung, auf die eine Kraft wirkt,
beschleunigt wird.
Ich formuliere deshalb neu: Dieses Axiom gilt f€ur Gravitationskr€afte

in Newtonscher N€aherung. Es gilt f€ur elektrostatische Kr€afte in nullter
N€aherung in v/c, d.h. Vernachl€assigung der Bewegung aller Ladungen.
Es gilt im allgemeineren elektrodynamischen Fall in zweiter N€aherung
in v/c, sofern man unter actio und reactio nicht den Einfluß auf die
Bewegung, sondern imNewtonschen Sinne den Einfluß auf den Impuls
versteht.
Wie auch im Fall eines rein skalaren Potentials, ist die Drehimpuls-

bilanz ein wenig komplizierter. Es gilt

D ¼
X
i

qi � pi;

also

dD

dt
¼

X
i

dqi
dt

� pi þ
X
i

qi �
dpi
dt

¼
X
i

dH

dpi
� pi þ

X
i

dH

dqi
� qi:

Von oben erh€alt man

dD

dt
¼

X
i

vi � pi þ
X
i

ei!ifUi � viAig � qi

¼
X
i

ei

�
vi �

X
j

Aij þ!i

X
j

ðUij � viAijÞ � ri þ vi � Aie

þ!iðUie � viAieÞ � ri

�
:

Hier ist wieder qi durch ri ersetzt, weil jetzt nicht mehr die kanonische
Variable q (von der auch v abh€angenw€urde), sondern die gew€ohnliche.
Ortskoordinate r erscheint. Wie zu erwarten, heben sich die Wech-
selwirkungsglieder in jeder ij-Kombination paarweise gegeneinander
auf:

eiðvi�Aijþ!iðUij�viAijÞ�riÞþejðvj�Ajiþ!jðUji�vjAjiÞ�rj ¼0:

Diese Eigenschaft ist f€ur das skalare Potential U aus der Mechanik
wohlbekannt. Zum Beweis ben€utze ich die expliziten Potentiale der
Coulomb-Eichung. Uij¼ ejuij ist nur vom Betrag rij des Abstandes
abh€angig (hier uij¼1/rij). Wegen qrij /qri¼ –qrij/qrj¼ rij/rij erh€alt man
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ei!iUij � ri þ ej!jUji � rj ¼ � eiej

r3ij
ðrij � ri � rij � rjÞ ¼ 0:

F€ur den ersten Teil des Vektorpotentials Aij in Coulomb-Eichung,
1/2 ejvj/rij, sieht man unmittelbar die Aufhebung der Terme, n€amlich
sowohl

vi � vj þ vj � vi ¼ 0;

als auch

ðvivjÞ
�
!i

1

rij
� ri þ!j

1

rij
� rj

�
¼ 0:

F€ur den zweiten Teil des expliziten Vektorpotentials, 1/2ejrij(vjrji)/r
3
ij,

gilt f€ur die Ableitung von 1/r3 dasselbe. F€ur die Z€ahlerableitungenmuß
man dagegen beide Terme, die A enthalten, n€amlich v�A und!(vA),
kombinieren. Der erste Term ergibt (ohne die Konstante 1/2eiej /r

3
ij)

ðvi � rijÞðvjrijÞþ ðvj � rjiÞðvirjiÞ;
dieZ€ahlerableitungendes zweitenmit!i(virij)¼ vi,!j(virij)¼�vi, etc.,

fðvjrijÞ!iðvirijÞþ ðvirijÞ!iðvjrijÞg � ri

þfðvirjiÞ!jðvjrjiÞþ ðvjrjiÞ!jðvirjiÞg � rj ¼ ðvjrijÞðvi � riÞ
þ ðvirijÞðvj � riÞþ ðvirjiÞðvj � rjÞþ ðvjrjiÞðvi � rjÞ ¼ ðvjrijÞðvi � rijÞ
þ ðvirijÞðvj � rijÞ;
was, weil in der Bilanz negativ erscheinend, sich gegen den obigen
ersten Term weghebt. Damit ist gezeigt, daß ein abgeschlossenes
System von wechselwirkenden Ladungen den €ublichen 7 skalaren
Erhaltungss€atzen folgt.

6. Eichtransformationen

Die obigen Ergebnisse gelten so, wie sie abgeleitet wurden, nur in der
Coulomb-Eichung – man kann auch sagen, nur f€ur den quellenfreien
Teil des Vektorpotentials. Man kann diesem jedoch einen wirbelfreien
Teil, d.h. den Gradienten eines Skalars, hinzuf€ugen (gegebenenfalls
muß dann auch das skalare Potential entsprechend erg€anzt werden),
ohne daß sich die Kr€afte auf die Ladungen, d.h. elektrisches und
Magnetfeld, €andern. Im Prinzip kann man also dem Vektorpotential
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an einem Ort und zu einer Zeit jeden beliebigenWert zuordnen, ohne –
wie man sagt – an der Physik etwas zu €andern.
Ich fasse noch einmal zusammen: Das Vektorpotential A bzw. das

Produkt eA erscheint im zum Ort kanonisch konjugierten Impuls, mit
der Dimension eines Impulses. Also ist die Frage naheliegend, um was
f€ur einen Impuls es sich handelt. Der eichinvariante quellenfreie Teil
des Vektorpotentials (bzw. eA) kann in der Tat mit einem f€ur das
physikalische Problem wesentlichen Impuls identifiziert werden. Der
nichtinvariante wirbelfreie Teil, der sinnvollerweise ebenfalls die
Dimension eines Impulses (bzw. Impulses pro Einheitsladung) haben
sollte, ist dagegen nicht gedeutet (die Gr€ublsche (l.c.) willk€urliche
Eichkonvention).
Es gibt aber eine Gruppe von Eichtransformationen, f€ur die eine

physikalische Interpretation dieses nichtinvarianten Teils einfach
m€oglich ist – sozusagen euphysikalische Transformationen. Sie ver-
mitteln jeweils den Übergang zwischen zwei verschiedenen physika-
lischen Situationen, die nur lokal in den Feldern €ubereinstimmen. Hier
ist dann also auch die Physik nicht eichinvariant.
Zun€achst ist darauf hinzuweisen, daß der eichinvariante quellenfreie

Teil von A €uber den gesamten Raum definiert sein sollte, um die
Raumintegrale ausf€uhren zu k€onnen. Eine Eichtransformation muß
aber nur in dem Teil des Raumes wirbelfrei sein, in dem sich Ladungen
befinden, auf die die Felder einwirken k€onnten. Ich gebe dazu ein
bekanntes Beispiel:
Eine Ladung bewege sich geradlinig im feldfreien Raum, z.B.

parallel zur y-Achse (x¼ const„ 0, z¼ 0). Das ist durch A¼ 0 be-
schreibbar. Das Skalarfeld f€ur die Eichtransformation sei f¼ arc sin(x/r)
mit r2¼ x2þ y2. DessenGradient (alsoA) besteht ausKreisen umdie z-
Achse mit Ar¼0, Az¼0, Aw¼const/r. Dieses Vektorpotential entspricht
einem Magnetfeldb€undel entlang der z-Achse, wie es durch eine
stromdurchflossene Spule entlang der z-Achse erzeugt wird. Es ist im
interessanten Bereich, n€amlich dort, wo sich die Ladung bewegt,
wirbelfrei, also entsteht dort kein Kraftfeld. Es ist dort €ubrigens
außerdem auch quellenfrei, tr€agt also direkt, ohne die Notwendigkeit
einer Umeichung, zum Feldimpuls und zur magnetischen Feldenergie
bei – auch wenn die Reaktion der Spule auf das Coulomb-Feld der
vorbeifliegenden Ladung das Eindringen dieses Feldes in die Spule
verhindert.
Um es kurz zu sagen: Der Aharanov-Bohm-Effekt entbehrt durchaus

nicht klassischer Grundlagen. Aber – anschaulich gesprochen – geht
das klassische Elektron, wenn auch nicht sein Feld, links oder rechts
vorbei, w€ahrend die Elektronenwelle durch die Spule hindurch l€auft.
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Die Eichtransformationen der Potentiale sind zur€uckf€uhrbar auf
Umschreibungen der Bewegungsgleichungen von Partikeln. Ich gehe
aus von der Bewegung eines Teilchens i, die durch Ort ri(t) und
Geschwindigkeit vi(t)¼dri /dt des Teilchens gekennzeichnet ist. Sie
wird durch die Newtonsche Impulsgleichung bestimmt: Kraft k¼
zeitliche €Anderung des Impulses, f€ur den ich, obwohl urspr€unglich
der kinetische Impuls mv gemeint war, gleich die allgemeinere, ka-
nonische Schreibung p einsetze. Die Kraft leite sich aus einem (ska-
laren) Potential V ab:

kðri; tÞ ¼�gradiVðr; tÞ:
Der Gradient wird am Ort ri des Teilchens ben€otigt, das Potential

muß also zun€achst auch nur an dieser Stelle und sogar nurmit der ersten
Ableitung bekannt sein. Eine entsprechende Potentialdefinition ist –
wegen der Zeitabh€angigkeit – lokal immer m€oglich (wenn auch nicht
immer praktikabel, z.B. im Fall einer magnetischen Kraft, wenn man
unter p den kinetischen Impuls versteht). F€ur die €Anderung des
kanonischen Impulses im elektromagnetischen Fall gibt es jedoch das
verallgemeinerte skalare Potential V¼ eU�evA. Lokal ist also die
Gleichung nicht mehr als eine stets erf€ullte Identit€at.
Um zu einer physikalischen Aussage zu gelangen, um also die

Bewegung zeitlich und €ortlich verfolgen zu k€onnen, muß das Potential
nicht nur lokal, sondern – ,,quasilokal

”

– in einer €ortlichen und
zeitlichen Umgebung von ri und t bekannt sein.
Die Newtonsche Impulsgleichung lautet dann

dp

dt
¼ �gradV :

Sie gilt nicht nur im mechanischen Fall, sondern unter Verallgemei-
nerung des Impulses und des Potentials ebenso im elektrodynamischen
Fall. An dieser Gleichung €andert sich nichts, wenn man eine (mathe-
matische) Identit€at F¼F addiert:

dp

dt
þF ¼ �gradV þF:

Sinnvollerweise muß F ein Vektor sein, die richtige Dimension
haben und zur Zeit t am Ort ri bekannt sein. Die Impulsgleichung
beh€alt ihreEigenschaft, f€ur eine physikalische Interpretation zumindest
quasilokal definiert zu sein, nur, wenn dies auch f€ur F gilt. Dann ist
F(r, t) ein zumindest quasilokal definiertes Vektorfeld. Falls es Wirbel
enth€alt, k€onnen diese entfernt werden, denn die rechte Seite der
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Impulsgleichung sollte wirbelfrei bleiben. Man kann also o.B.d.A.
davon ausgehen, dass F wirbelfrei ist und sich als Gradient darstellen
l€asst. Dann l€asst sich eine skalare Funktion f(r,t) finden, f€ur die

!f ¼
ð
Fdt

gilt. Damit ist o.B.d.A. eine beliebige VektorfunktionF reduzierbar auf
eine Skalarfunktion f. Wir sind zur€uck bei den Eichtransformationen.
Aber auch das Umgekehrte gilt: Jede beliebige Umeichungsfunktion f
l€asst sich in eine additive Vektorfunktion F umformen.
Die erweiterte Impulsgleichung beh€alt o.B.d.A. die Form einer

Newtonschen Impulsgleichung, wenn sich F lokal sowohl als totale
Zeitableitung als auch als Gradient darstellen l€asst, sich also aus dem
lokalen Gradienten einer im Übrigen beliebigen, quasilokal bekannten
Skalarfunktion f ableitet:

F ¼ d!f

dt
¼ !df

dt
¼ q!f

qt
þðv!Þ!f ¼ !qf

qt
þ!ðv!f Þ:

Man erh€alt nun mit p¼!f

dðpþ pÞ
dt

¼ �grad

�
V � qf

qt
� vp

�
;

eine Gleichung, die sofort als Eichtransformationsgleichung erkennbar
ist. Damit kann also jede Eichtransformation der Potentiale als eine
simple Addition zur Impulsgleichung verstanden werden.
Die Addition einer mathematischen Identit€at ist physikalisch nicht

relevant. Hier ist entsprechend umgekehrt zu fragen, wie in der obigen
Gleichung eine solche willk€urliche Addition erkannt und r€uckg€angig
gemacht werden kann, um nichtrelevantes Beiwerk aus der Impuls-
gleichung zu entfernen.
Immechanischen Fall ist dies einfach.Man kennt den Impulsmv. Das

Vektorpotential sollte per definitionem Null sein. Jedes in der Impuls-
gleichung erscheinende wirbelfreie Vektorpotential p kann lokal oder
global durch eine R€ucktransformation entfernt werden. Es gibt also eine
eindeutige Eichung p¼0. Als Eichunsicherheit bleibt nur eine in der
Einleitung erw€ahnte zeitabh€angige, aber ortsunabh€angige Funktion f(t).
Im elektrodynamischen Fall ist die Situation etwas komplizierter.

Man weiß zwar, dass nur der wirbelhafte oder transversale Teil des
Vektorpotentials physikalisch wirksam ist. Jedes global gegebene
Vektorfeld l€asst sich bis auf eine Konstante eindeutig in ein Wirbelfeld
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und eine Quellenfeld zerlegen. Das letztere l€asst sich vollst€andig
wegtransformieren (Coulomb-Eichung). Global ist daher die Un-
terscheidung zwischen physikalisch wirksamem und unwirksamem
Vektorpotentialfeld eindeutig durchf€uhrbar. Darauf weist auch CT2
hin, wie oben erw€ahnt. Ob diese Eichung aus anderen Gr€unden, z.B.
einer Lorentz-invarianten Formulierung, dennoch nicht sinnvoll
erscheint, ist hier (noch) nicht relevant.
In einem beschr€ankten Gebiet ist eine Coulomb-Eichung jedoch

nicht eindeutig m€oglich. Hier kann jedes Vektorfeld in drei (nicht
eindeutige) Teile zerlegt werden: Ein Quellenfeld, ein Wirbelfeld, und
ein quellen- undwirbelfreies ,,Zwischenfeld

”

, dessen Zugeh€origkeit zu
der einen oder anderen Seite unbestimmbar ist.
Soweit ich sehe, liegt das Problem der Eichtransformationen genau

an dieser Stelle. Erg€anzt man das Zwischenfeld global durch ein
Quellenfeld, so ist es physikalisch irrelevant und kann durch eine
Eichtransformation entfernt oder modifiziert werden. Erg€anzt man
dasselbe Zwischenfeld global durch ein Wirbelfeld, d.h. durch Mag-
netfelder außerhalb des beschr€ankten Gebietes, so ist das Feld –
zumindest teilweise – nicht durch Eichtransformation entfernbar und
so physikalisch relevant. Die Relevanz oder Irrelevanz dieses Vektor-
potentials in einem beschr€ankten Gebiet kann nur durch Kenntnis der
physikalischen Bedingungen im €außeren Gebiet festgestellt werden.
Der Befund kann als plausible Folge des klassischen Dualismus –
Teilchen (lokalisiert) und Feld (ausgedehnt) – verstanden werden.
Dasselbe Problem taucht €ubrigens schon in der Mechanik und

Elektrostatik mit der oben erw€ahnten ortsunabh€angigen Funktion f
(t) auf. Im Inneren einer Massenschale ist das Gravitationspotential
konstant, im Inneren einer geladenenKugel das skalare elektrostatische
Potential; beides kann zeitabh€angig sein. Welcher Teil dieses
,,hemiphysikalischen

”

Potentials euphysikalisch €außere Bedingungen
widerspiegelt oder aphysikalisch einer irrelevantenEichtransformation
nach obigem Muster entspringt, ist lokal nicht feststellbar.
An dieser Stelle wird es vielleicht besonders klar, dass das Eichpro-

blem keine Frage der Elektrodynamik allein oder des Vektorpotentials
ist. Es ist vielmehr in Bezug auf die Darstellung in Potenzen von v/c ein
Problem nullter Ordnung.

7. Ausblick

Der klassische elektrische Teilchen/Feld-Dualismus ist wenig disku-
tiert worden. Er kann aber zum Verst€andnis einfacher Interaktionen
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beitragen. Daß z.B. ein abgeschlossenes System von Ladungstr€agern
Erhaltungss€atzen gen€ugen muß, ist zweifellos unwidersprochen, und
das immerhin seit Julius Robert von Mayer. Diese Erhaltungss€atze
lassen sich imTeilchenbild (z.B. Hamilton-Funktion) darstellen, wobei
Potentiale eine Rolle spielen. Daß auch die Felder zu den Erhal-
tungsgr€oßen beitragen, ist wohl seit James Clerk Maxwell ebenso klar.
Insofern muß es notwendigerweise eine Beziehung zwischen Feldern
und Potentialen geben. Auch daß es einer N€aherung ohne Strahlung
bedarf, um ein System von Ladungstr€agern €uberhaupt abschließen zu
k€onnen, ist selbstverst€andlich.
Die Deutung der Potentiale f€uhrt zu einem besseren Verst€andnis und

zu einer bisher offenbar noch nicht formulierten Lagrange- bzw.
Hamiltonfunktion, einschließlich der darin steckenden Erhaltungs-
s€atze, die bisher fehlten.
Auf zwei Aussagen weise ich besonders hin, weil sie meiner

Meinung nach bisher nicht die n€otige Beachtung gefunden haben. Die
erste ist, dass die FormderNewtonschen Impulsgleichung nicht von der
Eichung abh€angt. DieGleichung enth€alt zwar – ich zitierewiederGr€ubl
(l.c.) – neben physikalischen Fakten auchwillk€urliche Eichkonvention,
aber dieselbe auf beiden Seiten der Gleichung. Die zweite ist, dass jede
Umeichung sich als Addition einer mathematischen Identit€at inter-
pretieren l€asst. Diese ist bei globaler Kenntnis der physikalischen
Gegebenheiten eindeutig von der physikalischen Aussage trennbar.
Aus der Mechanik weiß man, das ein abgeschlossenes wechselwir-

kendes System von Teilchen genau 7 skalare Erhaltungskonstanten
besitzt, n€amlich Energie, Impuls und Drehimpuls. In vielen mechani-
schen Problemen ist die Impuls- und Drehimpulsbilanz mehr oder
weniger simpel, so daß das physikalische Problem sich gewissermaßen
auf die Energiebilanz reduziert. Als Beispiel nenne ich nur aus der
statistischen Mechanik die (groß)kanonische Gesamtheit – die viel
€uberzeugender w€are, wenn Impuls und Drehimpuls wenigstens
erw€ahnt w€urden. Denn daß ein Minimum der Energie H stets mit
verschwindendem kinetischem (Gesamt)-Impuls und -Drehimpuls
einhergeht, gilt nur in der Mechanik.
Im elektrodynamischen Fall gibt es dieselben Erhaltungskonstanten.

Ihre Interpretation ist aber einwenig schwieriger. Eine ruhende Ladung
kann Impuls und Drehimpuls haben. Eine bewegte Ladung wiederum
kann einen verschwindenden Impuls oder Drehimpuls haben. Als ein
interessantes Beispiel f€uhre ich hier nur die Londonsche Gleichung der
Supraleitung an. Die aus dem Bohr-Lorentz-Van Leeuwenschen Theo-
rem gezogenen Schl€usse sind f€ur dieMechanik brauchbar, nicht f€ur die
Elektrodynamik. Das hat €ubrigens – um auf die Vorbemerkung zu
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dieser Arbeit zur€uckzukommen – schon Schr€odinger als interessante
M€oglichkeit angesehen.
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