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Orthogonalpolynome, die auf einem Intervall
im Mittel und in den Randpunkten
exakt approximieren

Von

P. A. Lesky und H. Sonderegger

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 23. Jinner 1997
durch das w. M. Leopold Vietoris)

Zum Gedenteen an unseren Lebrer Wolfsang Grobner

Zusammenfassung

Von W. Grobner stammt ein Verfahren zur Konstruktion von Ortho-
gonalpolynomen, das auf der Anwendung eines Variationsprinzips
beruht. Dabei entsteht im allgemeinen ein Randwertproblem, dessen
Randbedingungen die Sonderstellung der Randpunkte zu berticksichti-
gen gestatten. Nach Losung des Randwertproblems ergeben sich die
Orthogonalpolynome in der Gestalt einer Rodriguesformel. Das Verfahren
ist bei entsprechender Anderung des Skalarproduktes in verschiedener
Weise erweiterbar (Gewichtstunktionen, hohere Ableitungen, unend-
liche Intervalle, weitere ausgezeichnete Punkte im Intervall).

1. Der Hilbertraum

Zugrundegelegt wird das Intervall (4, ) mit « < b. Die Funktionen f,
deren Betrag auf (4, /) im Lebesgueschen Sinne quadratisch integtrierbar
ist und die in # und & einen (endlichen) Wert haben, liefern einen /inearen
Vektorranm iber C. Auf diesem Raum kann fur je zwei Funktionen fund
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gdurch

ff g(¥)dx+ af(a) gla) + B (0)2(0)  (1.1)

ein Skalarprodukt erklirt werden (o, 320; Uberstreichung bedeutet
konjugiert komplex). In iblicher Weise erklirt man unter Verwendung
des Skalarproduktes die Norzz von f

1A=V (f /) (1.2)

und den Abstand 4 von fund g

df,0)=If—dl=vV{f-gf—2- (1.3)

Dieser Skalarproduktraum ist ein Hilbertraum H, dessen I ollstindigkeit und
Separabilitit in [4] gezeigt wird.
Zwei Elemente fund gaus H heillen orthogonal, wenn

(f,8) =0 (1.4)

gilt. Bilden die Elemente jyo, y1, y2, ... aus H ein Orthogonalsysters, dann
hat man

0 fir m # n,
o, furm=n

(Jﬂ?}jﬂl) - 6177”/ O-ﬂ = { (1.5)

mit dem Kroneckersymbol 6, ,, und dem Normierungsfaktor o,(> 0). Ist dieses
Orthogonalsystem vollstindig, dann kann jedes Element faus H durch dieses
Orthogonalsystem so approximiert werden, daf3

n n

tim | 1760 = 3 nne+ aly (@) - 3l

£=0 £=0 (1 6)
VR SRTUI BT
£=0
gilt (¢, € C). Bei a, § > 0 bedeutet das
b "
lim [ f(x) = D eei(x)fPdx =0 (1.7)
a =0
und
. - 2 . B - 2
lim /() — 3 el =0, im [£() — 3 con(®)f =0,

£=0 £=0
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also die Komvergenz im Mittel vony o ex ye(x) auf (a, b) gegen f(x) und
die Komvergeny von Y- ce yi(a) beziehungsweise Y~ oz y:(b) gegen
f(a) baw. f(b).

2. Das Grobnerverfahren

Zugrundegelegt wird folgender

Sarz: Das System von linear unabhingigen Funktionen yo, 31, J2,...aus
H bildet genau dann ein Orthogonalsysters, wenn

1) 20 90(x) + 1 31 () 4+ 4 c3m1 e ()| (2.1)
mit komplexen ¢g, ¢1, ¢z, . - ., ¢,—1 fur alle 7 aus N das Minimum bei ¢y =
¢ = -+ = ¢,—1 = 0 erreicht ([1]).

In dieser Arbeit sollen Orthogonalsysteme von Polynomen mit reellen
Koeflizienten konstruiert werden. Im Sinne des obigen Satzes ist unter
allen Polynomen 7-ten Grades

J(x) = Cun X Cyp 4 Cn0 ([,77/e eR,neN) (2.2)

mit fest gewiiblion ¢,,(# 0) dasjenige auszuwihlen, fiir das || y,(x)||* mini-
mal wird. Somit kann das Variationsproblen:

(%) |* = min! (2 € N) (2.3)
mit der Nebenbedingung
y;(f) (x) = ¢yun! (2.4)

zugrundegelegt werden. In iblicher Weise geht man davon mit einem
beliebig oft differenzierbaren Lagrangefaktor X ,(x) zum Problem

f{Jﬁ(X) + ZAﬂ(X)U;Eﬂ)(X) - [ﬂ,n”!]}dx + Oéj/,z,(d) + ﬁji(b) = stat!
(2.5)

tiber. Die y,(x) und A, (x) sind jetzt so zu bestimmen, daf fiir alle zaus N
ein stationirer Wert angenommen wird. Dazu ersetzt man y,(x) durch
“Nachbarfunktionen” y,(x) + &4,(x), wobei die 4,(x) ebenfalls beliebig
oft differenzierbar sein sollen, und erhilt

0,() = {n() + eh () + 20 () + b (x) — gy !}

+ aly(a) + eh,(a)]” + BLya(b) + b, (h)].
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Nun nimmt €2,(¢) genau dann fiir € = 0 einen stationiren Wert an,
wenn die erste Variation 6 = (2 (€))._, null wird; das fiihrt auf
b
JUn(2)ha() X ()80 ()] e + ey (a)ba(a) + Bra(0)4,(5) = 0.
Durch sukzessive partielle Integration wird das Integral so verdndert,
daB 4,(x) ausgeklammert werden kann:
b
JLa(5) (1A ()] () e - [N, ()50 () = X ()02 ()

n
a

4 ()TN ()b, ()]E A au(@)h(a) + Bra(b)h,(b) = 0.

(2.6)
Beschrinkt man sich zunichst auf solche 4,(x), fir die A,(a) =
bya) == by (a) = b(6) = by(b) = = V() =0 gilt,

dann folgt aus dem Integral von (2.6) nach dem Lemma der Variations-
rechnung ([3])

gu(x) = (=1)"TA(x) (1=1,2,3,..). (2.7)

Setzt man im verbleibendenTeil von (2.6) h,(x) = (x — a)" ' (> — b)",

so ergibt sich A,(2) = 0. Mit h,(x) = (x — a)ﬂf2 (x — b)" ergibt sich im

nichsten Schritt X (2) = 0 usw. Mit 4,(x) = (x — a)(x — b)" entsteht

schlieBlich /\,(1”*2) = (. Analog kann man mit dem Randpunkt x =4
vorgehen. Bei Verwendung von (2.7) zeigt sich, dal3 von (2.6) nur noch

(1) AV ()b ()], + al(=1)" "N (@) (a)
+B(=1)"" AP (B)ha(0) = 0

bleibt. Setzt man jetzt 4,(x) = x — b bzw. 5,(x) = x — 4, dann ent-
stehen die weiteren Bedingungen

AV —aX(a) =0 baw. AV(0) + 8AY () = 0.

Witd y,(x) aus (2.7) #-mal differenziert und in (24) eingesetzt, so
entsteht fiir \,(x) die Diffrentialgleichung 2n-ter Ordnung

)\(Zﬂ) (X) — (—1);1716‘”’”71! (ﬂ = 1, 2, 3, .. -)7 (28)

n

zu der aufgrund der soeben angestellten Uberlegungen die Randbedingun-

Ma) =X (a) == A" (@) =0, A'(a) —ar(a) =0,
M) =N0) = = AP0 =0, AVTV@) +BAY() =0
(2.9)
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votliegen. Mit den Losungen dieses Randwertproblems fiir \,(x) konnten
die Orthogonalpolynome y,(x) in der Rodriguesformel (2.7) angegeben
werden.

3. Orthogonalitit

Aufgrund des Uberganges von (2.3) mit (2.4) auf das Variationsproblem
(2.5) 1st es keineswegs gesichert, daf3 die mit (2.7) vorliegenden Polynome
9,(x) tatsichlich ein Orthogonalsystem bilden. Die Orthogonalitit
dieser y,(x) 4Bt sich aber leicht direkt nachweisen. Dazu setzt man
Ju(x) = (_1)(;1—1))\}(;) (x) in das Skalarprodukt ( y,, 3,,)(m<nmn € N)
und erhilt mit sukzessiver partieller Integration:

f () () dox + (@) y(a) + 8,(0) 3,(b)

_ f(—w”ﬂ,@ () () b+ (1AL (@) 1, )

+ B(=1)"" AP (0) 3 (8) = [(=1)" AV (%) ()
+(—1)”72A£”’2)( )7 () -+ X () D (),

- f M x) dx + (1) [aA{ () 3 (a) + BAY (8) 2, (0)]

— (1" 1{[aA§”><a> = X700 oma) + [0
F XG0} - ()N 0) (o)
== M)+ () 2><zw;<za>

o A0) )V (b j>\ dx. (3.1)

Wegen der Randbedingungen (2.9) bleibt nur noch das letzte Integral
tibrig. Fiir 7 > n ist die n-te Ableitung des Polynoms y,,(x) vom m-ten
Grad in x null, so daB3 die behauptete Orthogonalitit vorliegt. Fur

m=mn kann (31) zur Berechnung der Normierungsfaktoren
herangezogen werden.

4. Losung des Randwertproblems
Uber den Ansatz
M) =(x—a) (x=0)"" (2 —mx+n) (1=1,2,3,...)
(4.1)
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kann das Randwertproblem (2.8) mit (2.9) im allgemeinen bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig gelost werden. Man findet

n(b—a)’ (8- a) ,
(b —a+ n2a)(b—a+ n2B) — n2af’
n(b— a)z[aﬂ —ba — afn(n+1)]
(b—a+n*a)(b—a+n*B) —n?af’
Zweckmilligerweise setzt man
Y= (b—a+naQ)(b—a+n*B) —n*af (n1=1,2,3,...), (4.2)

wobei die (eindeutige) Bestimmung des #, und #, wegen 7, > 0 immer
gelingt. Damit ergibt sich

M%) = [(x = a) (> = D)
+(x—a)(x =) (@ +b,) (n=1,2,3,...), (4.3)

#y=a-+ b+

v, = ab +

b— e — b— a)?
om0 @=8) =) e Bt 1),
Yn Yn
(4.4)
5.  Berechnung der Normierungsfaktoren
Der Integraltafel (2], 121/12) entnimmt man

b

[x” (= a)"(x — b)dx

_ A=) N Rt p = K)o

(m+n+p+1)! kl(m — &)!
turm,n,p = 0,1,2,..., womitdasin (3.1) auftretende Integral berechnet
werden kann. Dafiir ergibt sich
b _1 n ' ' b _ 2141 ;
EREPAE CUEY G
27+ 1)l

Wegen (27) und (28) hat man ) (x) = (=1)"""AW(x) =
(=1)""'(2n)! = n!¢,,, so daB sich fiir (3.1)

(n=1,2,3,...).

f (%) 3 (x) de + 0y, () 3, (a) + Byu(5) 3, (b)

5.1
o (5.1)

nlnl(b—a Vit

2+ 1)y,

nm
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(nym=1,2,3,...) ergibt. Dabei liegt der Spitzenkoeffizient der Ortho-
gonalpolynome durch

Con :#:(Zﬂ)! (n=1,2,3,...) (5.2)

fest. Fir die entsprechenden monischen Polynome (Spitzenkoeffizient
eins) entstehen die Orzhogonalititsrelationen

b
) () ) (o) o+ 2 (a) ) (@) 4+ B ) (8) 55 0)

(! )4(17 - a)2”+17n+1
)20+ 1)1,

611,/% = 0-77677,”1 (”7 m=1,2,3,.. )

(5.3)

Der Normierungsfaktor 0y mull noch direkt berechnet werden: Mit
y(()mon) (x) = 1 erhilt man

oy=b—a+a+p. (5.4)

Dieses 0y palit zu den Normierungsfaktoren aus (5.3), wenn 7y =
(b — a)* gesetzt wird. Die Orthogonalitit der Polynome y™(x) fiir
n=1,2,3,... zuy(()mon) (x) folgt bereits aus (3.1).

6. Konvergenzverhalten in den Randpunkten

Fiir die A\, (x) aus (4.3) ergibt sich

(b —a)!
Yn
(b —a)!

AW (p) = 77[17— a+an(n+1)]

AW (g) [b—a+ Bn(n+1)],

und somit fiir die nach (5.1) gebildeteten normierten Polynome y* ()

(2n+1)(b— a)

sila) = (=)
Yn V1

[b—a+ Bn(n+1)],

(2n+1)(b— a)

25(b) = (=1
Yn V1

[b—a+ an(n+1))].
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Man kann jetzt 5*%(a) so aufspalten, daB bei der Summierung iiber 7
gegenseitiges Aufheben eintritt:

(2n+1)(b—a)

2@ =———L b —a+ Pu(n+ D)
Y Vnt1
b—a [Za—a—i—,@ﬂz b—a+ B(n+1)°
« ’7}1 ’7}1-&-1

(:7 h: 1,2,3,...).Wird dazu nochyzﬁz (a) = m genommen, so ergibt
sic

N 1
*2 _
+b—g{ b—a+p
a |(b—a)(b—a+a+p)

B b—a+ B(N+1) }
b—a+ (N+1%a)p—a+ (N+1)78 — (N+1)°a8 )’

und fur N — oo entsteht daraus

- %2 _ 1 b—d—i-ﬂ _1
;J” (ﬂ)_b—a+a+ﬂ[l+ a }_E‘ (6.1)

Analog findet man

o0 . 1
RO 5 (6.2)
n=0
Diese Ergebnisse lassen sich mit der Approximation der Funktion

1 furx=gund x =14
f<x){0 flr x € (a,b)

durch die Orthogonalpolynome y*(x) in der aus (1.1) hervorgehenden
Norm in Zusammenhang bringen.

7. Explizite Gestalt der Orthogonalpolynome

Aus der Rodriguesformel (2.7) kénnen die Polynome y,(x) durch Diffe-
rentiation von \,(x) gewonnen werden. Dazu berechnet man
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Lt ae— i = = (Dt (]

[ —()17 g --+(—1)W}}
:ﬂ!{(fj)xﬂ_ (2”; 1) (") et Dy
A (_l)k<2ﬂn_/€> [(/Z)”k * (éil) (T)“Hb
N

+b”]} (n=1,2,3,...)

und

Z:” [(x —a)'(x — b)) = ”!{ (2” - 1) -
_<2nﬂ—2)[m+(”_1)b]x k(zﬂ ,f )
I<Z>f+<k:>(”;)m (e
oot (1) [<ﬂﬁ1)”n_l+(ﬂf >( 1 1) R 1]}

(n=1,2,3,...).

Fir die in der ersten Gleichung auftretenden Summanden wird
folgende Abkiirzung eingefiihrt:

,:Qi)<9””“”W@ (k=0,1,.00m). (1)

Mit den Abkiirzungen a, und 4, aus (4.4) berechnet man ferner
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(== o { L= =017 o+

2n—1 2m—2
= ﬂ'{( g )x”lﬂﬂ — ( g >x”2[(ﬁ— 1)(a+ b)a, — b,
n n
2n—k n—1
i (—1)f n—k k=1
et (e[
n—1\(n—=1\ .., n—1 1
=25 4 ... Vi ,
o) (e ()
_ n—1 A2 4 n—1\(n—1 L3
k—2 k—3 1
n—1
b2 b,
()
-1 -1
+- = (—l)”{ [aﬂ_1 + (ﬂ )<ﬂ )ﬂ”_zb-i-"'-i-/a”_l]ﬂ”
n—2 1
n—1\ ,_, n—1\(n—1\ , 5
_ n n b
2 (o))
bt (PN
n—2 1)
so daf fiir die #-te Ableitung von A, (x) folgende Form entsteht:

A (x) = ! Z”:(_1)k<2”/€_/€>xﬂk[c(ﬂ,/e) =1,k —1)a,

+oe(n—1,k—2)b,]; (7.2)
darin sind ¢(n — 1, —1) = ¢(n — 1, —2) = 0 zu setzen. Fiir die monischen

Orthogonalpolynome ergibt sich dann mit den 4, und 4, aus (4.4) und
den ¢(n, £) aus (7.1)

) = 30D, £) = = 1,4~ 1)

£=0 (,é)
+e(n—1,k—2)b,) (7.3)
firn=1,2,3,...; dazu kommt noch)/(()mon) =1.Beia = 3 = 0 gehen

aus (7.3) die monischen Legendrepolynome auf (a, b) hervor.
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8. Dreigliedrige Rekursion fiir die monischen
Orthogonalpolynome

In tiblicher Weise erhilt man unter Ausniitzung der Orthogonalitit neben

1 b—a) (o —
J/(()mon)<x) -1 und ngon)(x) :X_E d+b—( ﬂ) (CY ﬂ)

"N
turn =1,2,3, ... die dreigliedrige Rekursion
A ) = (0= a) im0 = doy™ (), (8

wobei ¢, = ¢,,-1 — ¢44+1,, mit den Koeflizienten aus (2.2) (¢,, = 1) und
d, = 0,/0,-1 bedeuten. Aus (7.3) geht

byt =3lay—n(a+b)] (n=1,2,3,...)
hervor, womit furz = 1,2,3, ...

1 1 5 n  n+1
v==latb+a,—api) ==|a+b+ (b -8 (=-
1 Z[d a ﬂ+1] 5 a ( d) (Oé ﬂ)( . T 1>:|

(8.2)

entsteht. Mit Hilfe der Normierungsfaktoren aus (5.3) und (5.4) ergibt sich

_ ”Z(b - 4)2%7—&-17;2—1
! 4(4n% — 1)?2

(n=1,2,3,...), (8.3)

so dal} die dreigliedrige Rekursion folgende Form erhilt:

) == okt 0= o= o) (2= Z) e

Y Y1

o ”Z(b — ﬂ)z Yn+1 V=1 (mon) (X)

8.4
4(4712_1)75 JIn—1 ( )

(n=1,2,3,...; v, = (b —a+ n*a)(b— a+ n*B) — n*af fir »=0,
1,2,...).

Neben ngon)(x) und ylmon) (x) werden noch die nichsten beiden
Polynome angegeben:

mon) 3 _ 2 [, (= (a=B)]
) = = ot - L2
Z(b—a)z

+%{a2—|—4ab+b2+ [a(2ﬂ—a)+b(ﬂ—2a)—6ozﬂ]};

V2
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(b= a (o - ).

(mon) 3
x) = x" —
J3 ( ) -

\SHION]

[a—i—b—

(b—a)’

- [a(30 — 2a) + 6(20 — 3cv)

3 2 2
+5 e+ 3ab b+

3(b—a)’

” [«*(36 — )

1
— 12aﬂ]}x -3 {ﬂ3+9a2b+9g/ﬂ2+ b —

+ 6ab(B — a) + b*(B — 3a) — 24(a + b)aﬂ]}.

Es soll noch darauf hingewiesen werden, dal3 aufgrund der Ortho-
gonalitit im Hilbertraum (positiv definite Orthogonalitit) der erste
Nullstellensatz (lauter einfache Nullstellen in (#,4)) gilt. Uber die
dreigliedrige Rekursionsformel kann die Formel von Christoffel Darb-
oux gewonnen werden, die ihrerseits den Beweis des zweiten Nullstellen-
satzes (‘Trennungssatzes) gestattet.

9. Ausgezeichnete Punkte im Inneren des Intervalles

Die Sonderstellung solcher Punkte kann nicht mehr mit Hilfe von Rand-
bedingungen des Randwertproblems berticksichtigt werden. Allerdings
bleibt fiir die gesuchten Polynome y,(x) aus (2.2) die Aussage

157 ()]| = min! (g, fest,n € N) (9.1)

im entsprechend abgeindertem Hilbertraum, der ebenfalls vollstindig
und separabel ist ([4]), bestehen. Die Minimalforderung (91) liefert ein
lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ¢,.(£ =0,1,...,
n — 1) der Polynome y,(x). Damit kann zwar aus dem Orthogonalsystem
das Polynom y,(x) von #-ten Grad in x direkt bestimmt werden (eine
schrittweise Orthogonalisierung wird nicht benétigt), aber die Ortho-
gonalpolynome entstehen nicht mehr in Gestalt einer Rodriguesformel.
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