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Gleichverteilung und Simulation
Von

E. Hlawka

(Vorgelegt in der Sitzung der math.-nat. Klasse am 19. Juni 1997
durch das w. M. Edmund Hlawka)

Zusammenfassung

In den Arbeiten von E. Hlawka und R. Mick ([1], [2]) wurde eine
Methode entwickelt, um aus gleichverteilten Folgen (mod 1) gleichver-
teilte Folgen zu einer beliebigen Dichte p herzustellen. Es soll nun diese
Methode dargestellt werden und zwar in einer Form, die viel allgemeiner
und einfacher ist.

§1

Wir wollen nun zunichst den 1-dimensionalen Fall ins Auge fassen. Es sei
X1,...,xN (mod 1) eine endliche Folge wy im Intervall E = [0, 1) mit
der Disktepanz D (w). Unter Dy verstehen wir bekanntlich folgendes:

Es sei [4, 4] ein'Teilintervall von Eund es sei A n(wn, 4, b) die Anzahl
der Glieder von wy;, die im Intervall [4, 4] liegen. Dann ist

AN(wN, a, /9)

N — 1V([b.4])|,  V([a,0])Linge von [a, ],

Dy = sup

wo sich das Suptemum iiber alle Intervalle [a, 4] erstreckt. Es 961 nun p (x)
eine nicht negative integrierbare Funktion auf E mit Jo p(x)dx =1
( p wird Dichte genannt), dann verstehen wir unter der Diskrepanz
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DN(wNa p) der FOlge WN = (th s aJ’N)

AN(wN,d !7
Da(wn, p) = sup| EE ()
[a,b]

Im s-dimensionalen Fall liegen die Punkte der Folge wy im s-dimen-
sionalen halboffenen Einheitswiirfel und das Intervall [a,b] ist ein

s-dimensionales Teilintervall von E*, I7([a, b]) ist sein Volumen und p
ist eine Dichte in E’. Wir beschrinken uns hier auf den Fall, daB3

p(x) = pi(x1) ... - pe(x;), wo p; eindimensionale Dichten sind.

Die Konstruktion von solchen Folgen mit der Dichte p verliuft nun
folgenderrnaﬁen
Ist x = (xD, ..., x)) ein Punkt in E*, dann sei

(1)

=Zf

puy oo yu)dm - - - du,

Q%.A

1
J-
0
@)

f f (#t1y ey tt)dny -+ - du,
0

11 x)

Fj(x(J)) = II f ooy ... u)dm - - - du,.
00 0

Setzen wir nun voraus, da3 die p; nur auf einer Nullmenge verschwinden
und iiberall stetig sind, dann sind diese s Funktionen F;(x ) )) in den
zugehorigen Variablen x(/ ) streng monoton wachsend, daher existieren
zu diesen Funktionen F; (x(/)) die inversen Funktlonen Fr (W),
Nun definieren wir den Punktj/6 =’y ), wobei

1 & .
}gﬂ_NZuH(ﬂ Fi(x")], j=1,...,5, k=1,...,N,
r=1

(1) ()

[x] = groBte ganze Zahl < x, wo x¢ = (x/,...,x; ) und wy =
x1,...,xN) eine Folge zur Diskrepanz Dy ist.
Wir werden nun zeigen, daf3 die konstruierte Folge @ = (51, ..., yn)

eine Diskrepanz Dy (@, p) hat, welche bis auf einen Faktor durch die
Diskrepanz Dy (w) abgeschitzt werden kann. Zum Beweis beachten
wir, dal3
()
jﬂ:@i
£k N ’
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ist, wo gij) die Anzahl der x\/) ist, fiir die x1/) < Fj_1( (/)) gilt. Es ist
nach Definition der Diskrepanz

() _ .
e _ F/'_1(X/(cj)) + 52])1)\

N
wobeli die (5 " zwischen —1 und 1 liegen. Dies wird klar, wenn wir jenes
Te111ntervall 0 < x) < o) betrachten, / =1 .5, wo alle o) =1

sind, ausgenommen a”)| welches gleich Fr H(x Ly 7 ) ist.

Betrachten wit jetzt ein beliebiges s- dimensionales Teilintervall [a, b],
a=(a1,...,a;),b=(b1,...,b;), und bestimmen wir die Anzahl 4 der
Py IN die in diesem Teilintervall liegen, fiir die also gilt:

0<ag<y/<bh<l, j=1,...5s
Bezeichnen wir mit 4" die Anzahl der xy, fir die gilt
aj + DN S F;1(X,(éj)) S bj - DN> ] = 17' SRR
mit A** die Anzahl der x\, fiir die gilt
~Dn<F' ) <b+Dn, j=1,...0,
SO 1st

Es ist nun nach Definition der Diskrepanz 4" gleich der Anzahl der
Xy, fur die

Fi(q;+ Dn) < &) < Fi(b; = Dn), j=1,...,s,
ist und A die Anzahl der y,, fur die
Fia;— Dn) <) <F(b;+Dx), j=1,....5,
ist. So erhalten wir sofort, daf3

A** 5
< H b + D\]) - F( D\T)) + Dy

J=

und

A* !
N2 jH(Fj(b/ — Dn) — Fj(4) + D)) — Dn.
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Anhand der Definition der F; kénnen wir, wenn wir M(p) = sup p
setzen, die Abschitzung

A
N

- IP )y -
[4,0]

h+Dn b+Dn by

<Dyt | oo [ Ip ) -
dl—DN d;—DN a

< D+ (1 4+2Dx) = 1)M(p) < (1 + 3¢ M(p)) D

vornehmen, wenn wir annehmen, dal3 Dy hinreichend klein ist. Ge-
nauso gilt

A
Jp dX1 — N S (1 + 3&M(p))DN,

[«.4]

was zur Zusammenfassung
A** _ A*
N < (24 6sM(p))D

und daher auch

A 7 ~1 ¥ ,/9
Dn (@, p) = sup %— [ p(x)dxy - - dx.| < C Dn(w)
a,b [a,0]

mit C = 2 + 65 M(p) fiihrt.
Essei nun f eine stetige Funktion in £°. Es sei weiter

An(f Z S (k)

und
p) = ff S (x)p(x) dx

so ist nach der Arbeit [3]

IAN(F) = A5 o)l < a(f,6),

wo o( f,6) der Stetigkeitsmodul von fmit 6 = (Dn (@, p
Ist fnur integrierbar, dann sei o( £, §) die Schwankung.
Wir wollen gleich eine Verallgemeinerung treffen, indem wir statt dem
Einheitswiirfel E° den Quader [a,8] : a1 < x1 < by,...,a, < x, < b,
nehmen. Weiters sei auf diesem Quader eine Dichte p definiert, dann

definieren wir auf F’ die Dichte p(#) = 17 ([4,4]) - p(a + (b — a)¢#), dabei

NV e,
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haben wir die vektorielle Schreibweise benttzt
a=(ary...,a;) und b—a=(by—ar,...,b, —a,),

(b — a)t ist der Vektor ((by — a1)t, ..., (b — a,)t), 17 = Volumen.

Nehmen wir an, dal3 sich dieser Quader ins Unendliche erstreckt.
Nehmen wir weiters der Einfachheit halber an, daf3 s = 1 ist, also dal3
wir ein Intervall [, 00| haben und daB fiir die Dichte p gilt

o
dex:l,

dann folgt aus der Konvergenz dieses Integrals, dal3 es fiir jedes € > 0 ein
b geben muf3, sodal3

b
[pdx=1—c¢

Dann nehmen wir die Dichte

. p(x)

P=1 "¢
Es ist dann

h/\

[ pdx=1.

Kehren wir zum Fall zuriick, daf |4, 4] beschrinkt ist. Wir setzen jetzt
e = a+ (b — a) yr, wo die y; mit Hilfe von p auf E* konstruiert sind und
setzen

Sn () =520 700 @)
k=1

wo f integrierbar auf dem Quader [«, 4] ist und

AN(fsp) = | f(x)p(x)dx + Fehler, (3)

]

Fehler < o(f,8) mit 6= (CDy(wy))’ (3)

(0 ist die mittlere Schwankung von f im Quader). Dies gilt allerdings
nur, wenn das Integral ein endliches ist.

Ist dies nicht der Fall, so gehen wir so vor: Wenn wir uns wieder auf den
Fall s = 1, 2, o0] beschrinken, so kommt durch das Abschneiden noch
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ein Fehler von der GroBenordnung € hinzu. Wir werden dann zweck-
miBig € = o( f, ) wihlen.

Esliegt auf der Hand, welche Modifikationen anzuwenden sind, wenn
z.B. a = —00 oder ¢« = —00,b = o0 ist. Im mehrdimensionalen Fall
sind die analogen Modifikationen anzubringen.

Wir haben in diesem Paragraphen vorausgesetzt, daf} sich p als ein
Produkt von 1-dimensionalen Dichten darstellen 1483t. Wenn dies nicht
der Fall ist, so sind die Uberlegungen komplizierter, dies soll aber in einer
anderen Arbeit behandelt werden.

Bemerkung: Liegt eine Unendlichkeitsstelle von p vor, so ist auch hier
eine entsprechende Modifikation durch ,,Abschneiden® méglich, da die
Menge, wo p grof3 ist, kleines Mal3 haben mul3.

§2

Wir wollen jetzt diese Formel dazu beniitzen, um einige Anwendungen
zu geben, wollen uns aber, wenn nichts anderes gesagt wird, auf den Fall
s = 1und, daB [,6] = E' ist, beschrinken.

Wir wollen nun annehmen, daB3 die Dichte p noch von der Zeit
abhingt. Dann hingen die y. (Wir beniitzen die Bezeichnungen von
§1) von der Zeit # ab und wir nennen sie kurz auch Teilchen zur Zeit .

Es sei nun K ein Teilintervall von E!. Liegt der s-dimensionale Fall
vor, dann sei K ein s-dimensionaler Quader. Es sei nun g die charakter-
istische Funktion oder Indikatorfunktion von K und wir nehmen nun

f(x) = xk(x). Dann ist
Ue(t) = 3 xe0s()
k=1

die Anzahl der Teilchen, die zur Zeit # in diesem Quader K liegen, und
wir haben also nach §1 (3) die Formel

Uk (¢
Uk(r) = [p(x,?)dx + Fehler,
Nk

wo der Fehler < o(f,6) (siehe (3')). Nehmen wir nun an, p geniigt
einem Erhaltungssatz von der Form

o, Y _

8f+8x_07
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bzw. im s-dimensionalen Fall

o 9 9,
o ov T on

=div .
Dann erhalten wir

UK(f+/’X) — UK(tvx)

= [(p(¢+ 1) — p(2))dx + Fehler

N K
1+ 0
= |dx | — ¢+ Fehler
,‘I ;r ot
4/

= — [ dt[div;dx + Fehler
t K

nach dem Gauf3schen Integralsatz ist dies

41
| dt | j7do+ Fehler,
t 0K

wo 0K die Oberfliche des Quaders ist.

189

(1)

Man sieht sofort, dal3 wir statt des Quaders auch eine beliebige glatte
Mannigfaltigkeit nehmen kénnen, nur ist dann der Fehler groBer, wir

wollen uns aber damit nicht aufhalten.

Wir kénnen diese Umformung noch verallgemeinern, wenn wir statt
der charakteristischen Funktion eine Funktion von der Gestalt g = fxx
nehmen, wo f differenzierbar sein soll. Dann wird Ax(g) ebenfalls eine

Funktion in #, nennen wir sie G(#), dann erhalten wir

CUSDZ OO _ 1 o +1) = o)+ Fels

1+/
= — [ dt[ fdivjdx + Fehler.
t K

Nun ist
[fdivjde=— [ fjido+ [jgrad fdx
K oK K

und wir erhalten also

Gr+1)—G(r) !
CUXN =GO Pyt fimdo— [ e[ arad s + Febler.
N t 0K t K
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Ist p = py - -+ p;, wie wit ja in §1 angenommen haben, so konnen wir
fir die »te Komponente von j nehmen

o) v
= ) | e

Wir rechnen sofort nach, dal3 die Kontinuititsgleichung — % =div/
erfiillt ist. Wir nehmen jetzt f(x) = x, dann erhalten wir

T3 le) — [ ol )

£=1 E

< Fehler. (3)

Man kénnte auch x — 1/2 nehmen, dann wire y; durch y, — 1/2 zu
ersetzen. Wir erhalten fiir die mittlere Geschwindigkeit

1o ge(F+ 1) =yl

_E%( +7) J/e(). (4)

N /
k=1

nach (2), wenn wir vom Oberflichenintegral absehen

1 [/t

— | [ dt] jdx + Fehler |.

I\7 Kk

Setzen wir »(x, #) = j(x,#)/p(x, £), so schreibt sich dies als

1/t
7 ( Jﬂ a’f{! p(xc, 2)v(x, #)dx + Fehler).

Es ist also im wesentlichen » die mittlere Geschwindigkeit der
Stromung /.

§3. Beispiele

Als erstes Beispiel betrachten wir ein elektrisches Feld. Wir wollen aber
nur den 1-dimensionalen Fall behandeln, nutr eine Raumkoordinate
zugrunde legen. Wir nehmen das Potential .4 mit den Komponenten
(cosm(x —#) + cosm(x +#),0,0,), dann betrachten wir nur die
o-Komponente der elektrischen  Feldstitke E, = m(sinm(x — 7)
—sinm(x 4 7)) und
0A
H, = o m(sin(x — #) + sinw(x + 7)),
x
dabei haben wir die Lichtgeschwindigkeit ¢=1 gesetzt. Dann
nehmen wir als Dichte p = sin®m(x — #) +sin® w(x + #), setzen
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j = sin® w(x — #) — sin? 7(x + #), also ist
op 0
0t  Ox

/ ist die Stromdichte. Die y; kénnen jetzt ohne weiteres hingeschrieben
werden:

) = %2[1 b — (]j/(sinz w(n— ) + s’ wlu+ D)), (1)

also explizit
| N 1 '
(7)) = —Z[l ot = o (sin2m(x; — #) + sin2mw(x; — 2))].

N
(2)

/=1
Wir kénnen die y, als ein Modell fiir Quantionen auffassen, die sich
mit der Zeit # bewegen.
Als zweites Beispiel nehmen wir die Schrodingergleichung im 1-
dimensionalen Fall

o h?
h— = ——A %8
p =Y.
Wir betrachten die zugehérige Kontinuititsgleichung
) /) .
j= g(lﬁ grad 9" — p? grad ). (3)

" soll, wie durchwegs, das komplexe Konjugium von 1 bezeichnen.
Bekanntlich ist / die sogenannte Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Es ist

0
a—f + divj = 0.

Wir kénnen unsere bereits entwickelten Formeln §2 (1) verwenden.
Dann haben wir also auf der linken Seite die Differenz der Anzahl der
Teilchen, die sich im Kasten K im Zeitraum [#, # 4+ /] befinden und auf
der rechten Seite die sogenannte Stromdichte.

Wir nehmen nun folgendes Beispiel:

A A
o(x,7) = |C(x) cos7f +iD(x) SinTl , (4)
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dabei sind A4 und 4 Konstante, 4 ist die Plancksche Wirkungskonstante
At At
plx, 1) = |1h(x, £)|* = C?(x) cos? > + D?sin? o

Dabeti sei vorausgesetzt, dafl

(5)
1 1
[ C?dx = [D%dx =1,
0 0
wobei der Strom
A 2A¢ X
Jj= —Sm—

“sin =L (C2(e) - DA()e

ist. Es ist wieder

op 9

o o

Es ist nun nach §2 (1), wenn das Intervall K
UK(Z‘ + /) — UK(l‘)

=0.

a < x < bist,
Ai+b

N j Sln%dt [(c D?(£)d€) + Fehler
—% [cosw — COS%} [(C?(&) — D?(€))dE + Fehler.

(7)

Die Folge selbst wird gegeben, wenn wir jetzt als gleichverteilte Folge
x, = r/N wihlen, durch

N 1 & & 1IN
%(I)ZNZ [1+——cos fC

N

N (8)

_ st f D*( ]
Wir berechnen jetzt die mittlere Lage derTeilchen
9%
=2 J(?)
N k=1
f
0

At At
x [CZ(X) cos® > + D?(x) sin’ 7] dx + Fehler.
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Fir # = 0 ist die mittlere Lage

1
ij(x)zdx + Fehler. (8)
0

Fiir &£ = I also # = 72 ist die mittlere Lage
fxD x)dx + Fehler. (9)

Fiir 44 = T ist

(_> — %j x( + D(x)*)dx + Fehler,

dieTeilchen schwingen also hin und her. Allgemein ist

O(r+1) - 0(r) = ‘;sm% [jxc x)dx — jxD(x)zdx}

+ 2 Fehler,

wo / ein Zwischenwert mit 0 < / < / ist. Es ist also

+ 2 Fehler.

(10)

ZAZ 1 1
|O(t+ 1) —0(2)] < /y—2/ J xC(x)2dx — OfxD(X)%/x

Ist also

1 -1

JXC dx - xD(x)de

0

1 52
~ N2A42

Y

so ist fiir grofles N

|O(#+ 1) — O(#)| < 4 Fehlet,

also ist der Fehler von der Grélenordnung D\/ Bei unserer Folge r/ N

ist also der Fehler héchstens 2/+/N, also bleibt die mittlere Lage bis auf
einen Fehler von der GréBenordnung 2/ VN ungeindert.

Wihlen wir als Beispiel, das nicht notwendigerweise der Schrodinger-
gleichung gentigen muf3,

c©=cs(6-3) wa DO=ar(¢-3). )

wo zB. f(€) = ¢ ¥l/2 wobei c und d so gewihlt werden, daft C(€) und
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D(&) normiert werden:

1

J C?(&)de = jDZ(ﬁ)df =1.

0
Man erhilt nach leichter Rechnung fiir die Normierungskonstante

k
c=d= = =% (12)
2—¢v —¢a

Fiir groBes £ ist daher C(}) ~ £, fiir £ ~ 0 hingegen C(}) ~ 1 und

Fecttom =S [bo L m gy
OX XX—/éZ e /ég e .

Weiters wird

daja D(1 — x) = C(x) ist. Es wird also

5 A A A
O(x) = <cos 7t — sin’ 7f> [xC?(x)dx + sin’ 7t (13)

Setzen wir alles ein, so erhalten wir fiir sehr groles £ und
+t=00(0)~1 Firr=74 wird Q=3 undfurf—4AW1rdQN]b1s
auf den Fehler von der GroBenordnung 1/vVN

Zur Zeit + = 0 ist die mittlere Dichte am klemsten sie steigt an blS
um dann wieder zuriickzuschwingen mit der Periode <Z* 27”’

54

Weitere Beispiele erhalten wir aus der Theorie der Schwankungserschei-
nungen, einer Theorie, die mit den Namen Smoluchowski und Einstein
verbunden ist. Es 1463t sich durch das Boltzmannsche Prinzip ausdriicken,
daB die Entropie s = £ log », wo w die Wahrscheinlichkeit ist und £ die
Boltzmannkonstante. Wir interpretieren das so, dal3 wir eine Dichte
p(x) = Ce™#) zugrundelegen, wo C einfach ein Normierungsfaktor
ist, sodal} wirklich eine Wahrscheinlichkeitsdichte p vorliegt. Einstein
setzt

px) = Cre 590,

wo S die maximale Entropie eines Prozesses ist, die an einer Stelle xq
angenommen wird. Ublicherweise nimmt man an, daB sich §(x) in eine
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Reihe an der Stelle x entwickeln 1463t. Wir nehmen der Einfachheit hal-
ber an, dal3 xy = 0 ist, so wird

aq LZ3

a
S=Si=2x + T+t

Der meist untersuchte Fall ist, da3 diese Reihe nur aus dem Glied
(a1/2)x? besteht, sodaB also die GauBsche Versteilung

plx) =4

vorliegt. Smoluchowski hat in seiner Theorie der Opaleszenz der Gase
den Fall betrachtet, daB nur das Glied (a3/2)x* vorkommt und alle vor-
hergehenden Glieder 0 sind. Betrachten wir allgemein den Fall

Y

plx) =Ce™ . (1)
Fir / = 1 erhalten wir die GauB3sche Verteilung.
Wenden wir jetzt unsere Theorie an, wo .4 = —oo und B = 400 ist,

so miissen wir zunichst abschneiden, d.h. stattdessen eine Dichte p
betrachten, die so normiert ist, daf3

Cj p(x)dx =1

ist. Den Fehler, den wir dabei machen, konnen wir leicht abschitzen, es
ist ja (wir nehmen B > 0 an),

m—9

[o.¢]
e dx < f Vv =e¢ B < e
B

Wir wihlen jetzt € = Dy, wo Dy die Diskrepanz der Folge xy ist, mit

Dann konstruieren wir dazu nach der vorhergehenden Theorie eine
Folge y;, die zu dieser Dichte p gehort. Es sei weiter feine integrierbatre
Funktion auf [—00, 00], dann erhalten wir

N 00
%Z f(Ge) = | f(x)p(x)dx + Fehler, (2)
k=1

—00

wo der Fehler mit Dy gegen O geht, wenn N gegen geht. Wir betrachten
nun zwei Anwendungen.

Es sei Kwieder ein Kasten [, 4], wobei wir @ und & so klein wihlen,
daB K im Intervall [A, B] liegt. Sei f wie vorher die charakteristische
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Funktion von K| so ist

B(K,/) 1 & ;
~ :N;XK( 34) + Fehler, (3)

wobei der Fehler héchstens 4C Dy ist. B(K, /) ist die Anzahl derTeilchen,
die in K liegen und fiir / = 1 liegt die Gaul3sche Verteilung vor.
Nehmen wir jetzt die Funktion f(x, #) = cos(x?), so erhalten wir

N
%Z cos(54) = Ji(#) + Fehler, (4)
—1

wobei J;(2) = fcos(xz‘)e_xydx ist. Nun ist bekannt, daB fir / =1 im

Fall der Normalverteilung
™ _,2
=y fm e 5)

also positiv ist. Wenn aber / > 1, so hat Felix Bernstein in [3] gezeigt, dal3
dieses Integral unendlich viele Nullstellen hat. Er verwendet eine
Methode, die es vorher S. Hardy ermoglicht hat zu zeigen, dal3 die
Riemannsche Zetafunktion auf der kritischen Geraden unendlich viele
Nullstellen hat. Betrachten wir nun eine solche Nullstelle # unseres
Integrals, so ist also

< 4C Dy. (6)

1 & 5
NZ cos(# )

k=1

d.h. wenn wir mit N — 00 gehen, geht diese Summe gegen 0. Dies
erscheint mir vorallem fiir dem Fall / = 2 (den Fall der Opaleszenz)
besonders interssant. Betrachten wir jetzt den Fall der Sedimentation,
wo p = ¢ % im Intervall [0, 00], g ist die Erdbeschleunigung. Nehmen
wir wieder ein Intervall K = [, 4] in einem Intervall [0, B], so ethalten
wit die Anzahl B(N, K) det Teilchen j,

B(N, K
BN, K) = g[e8¥dx + Fehler = ¢4 — ¢ "4 4 Fehler.
N K

Fiir « = 0 erhalten wir 1 — ¢7* + Fehler.

In der Arbeit von David Jagermann ([2]) wird folgende Aufgabe behan-
delt:

Sei p(x) eine gegebene Dichtefunktion

szjmoﬁ,
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und man approximiere

H(#) = ij(x) COS #x dx

durch eine Summe von der Gestalt

1 &
SN :N;costyj.

Diese Aufgabe konnen wir mit unserer Methode sehr leicht 16sen
(Jagermann verfihrt nach einer anderen komplizierteren Methode).
Ebenso die Beispiele, die dort behandelt sind, wie z.B. fiir 0 < x < 1

a  p(x) =2—-2x
B oplx) = /x(1-x)
Ein anderes Beispiel fiir das Intervall [0, oo] ist
p(x) = pxt"'é7 (0> 0).

Betrachten wir als weiteres Beispiel die Schrodingergleichung des
idealen Gases. Es seien s identische Molekiile von der Masse 7 und ohne
wechselseitige St6B3e in einer Rohre von der Linge / = 7 gegeben:

d? n d? n +82 +87‘r2mE —0 (7)
02 " 0u2 a2 p2 T

Wir setzen #; = 2mx;, dann lautet die Losung fiir die Verteilung von s

Teilchen in einem idealen Gas, gegeben durch die Wellenfunktion

o1, ...y x;) = SIN27kixy - ... - SN 27Tk X, (8)

und die zugehorige Dichte ist

plxct, ..., x,) = @

Es liegt der Fall vor, wo p(xi,...,x.) = pi(x1) -+ po(>;). Dabei
liegen die x; im Intervall [0,1]. Wir kénnen wieder unsere Theorie
beniitzen. Wir konstruieren uns dazu die s-dimensionale Folge y; und
haben also fir jede integrierbare Funktion

N

%Zf () = éff (x)p(x)dx + Fehler.
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Betrachten wir wieder einen Kasten K in E'; so erhalten wir fur die
Anzahl derTeilchen B, die im Kasten K:z < x < b liegen

B b
N = ”f](;) + Fehler,
wobei J(5) = (sin 27k xy - . . . - sin 2wk, ) .

Das Integral 146t sich leicht ausrechnen, es ist ja

1 sin 2
Isinzxdx:— X — x .
2 2

§5

Wir erhalten eine schone Anwendung, wenn wir eine Formel von Ehren-
fest iiber die Schrodingergleichung

beniitzen. Allerdings miissen wir die Rechnung von Ehrenfest wiederho-
len, da Ehrenfest von vornherein das Intervall [—00, 00] zugrunde gelegt
hat. Wir wollen ein beliebiges Intervall K = [A, B| betrachten. Wir beniit-
zen die Schrodingergleichung

O 0%
E—W—V( x),

wobei ”das zugrundegelegte Potential ist. Es sei

x=[xpdl. (1)
K
Dann ist
K
[{X 1/JA1/J 1/1A1/1)
i [ xdiv(yp grad ¢ — 9 grad )dl” (2)
K

(952 -vE ) - (55 - w32 )a ]

~.

O(
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Bemerkung: Wir haben hier den Gaufischen Integralsatz benttzt und
zwar in der mehrdimensionalen Form, obwohl wir tatsichlich nur den
1-dimensionalen Fall behandeln, damit die Grundidee deutlich wird.
Wir erhalten also

d%x
—2:]1 +]27

i = %Jﬂ x(zﬁ grad ¥ — ¢ grad 1/71)510
und

Jo= f% (I74Yn) + Randterme.

Wenden wir uns wieder der partiellen Integration zu, dann erhalten
wir

av] -
| [— a’_] Y1) dl” 4+ Randterme.
o

Wir erhalten also

d’x OV
Fr I!— pdv = Randterme. (3)

Wir nehmen jetzt an, daf3 diese Terme am Rand klein sind.
Wenn wir der Einfachheit halber annehmen, daf3 der Kasten 1-dimen-
sional und gerade das Einheitsintervall ist, dann erhalten wir also

Z)//C (#+ 25) —2)//6(14-/7)4-)//@() 0%x
h2 0t?

1 1 t+h ]+l (XO.) 82
O

T

10DN

Furs <7 < ¢+ 2phist
9%p(r)  0°p(7) °p
0z or?

0

0
973 |7 — ¢ <2b

="ors

9
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wo p der Wert von p ist, der an einer Stelle zwischen 7 und # + 24 liegt,
also ist

ZJ%Z‘-FZ/? = 2p(# 4+ 0) + xi(r)  O*x
h? or?

83,5
3/?— + 2/ max |

(¢,04-2h)

Wir nehmen jetzt by = v/ Dy, also erhalten wir

2h) =2 b X 1
D e G O EE

< 4v/Dn - Mnv?,

2
wo My = max a;';fl ist im Intervall (#,# + 2/Dn 7).

§6

Wir haben bis jetzt bei unserer Diskussion die Kontinuititsgleichung
von p beniitzt. Nehmen wir nun an, da3 p der Diffusionsgleichung

genlgt
8,0 o ([ Op 0
At Ox ( 8x> +8_(bp)’

wo a und b stetig differenzierbare Funktionen sind, dann erhalten wir,
wenn wir wieder einen 1-dimensionalen Kasten K = |4, 4] betrachten
und die gleiche Bezeichnung wie vorher bentitzen,

At +h k) Aln, k) 1 fo+f’<( )ap

—- b(p) | [dr + Fehl
b by b ax P >J+eer

wo sich die Bezeichnung des Fehlers nicht gedndert hat.

Beispiel. Betrachten wir den einfachsten Fall, daB ¢ = 1 und 4 = 0, daf
also

8,0 0%t

ot O
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Dann ist also

also die Grundfunktion der Wirmeleitungsgleichung. Wir werden wieder
abschneiden, indem wir stattdessen die Funktion p im Intervall [—A, A]
betrachten und normieren. Unsere Teilchen y,(#) sind dann gleich

—A+2Ax; 5

1i 1+ ! | T d
— Xp— a2 e rax|.
N/:l fA

e Tdx -4

87

Kehren wir nun zur Schrédingergleichung zuriick. Es seien ¢ und 1) zwei
komplexwertige Funktionen in x und #, die der Schrédingergleichung
geniigen konnen, aber nicht miissen, dann konnen wir, W1€ schon in
den vorherigen Beispielen, die Dichten p = |¢|” und p; = |1)|* betrach-
ten. Wir nehmen noch weiter an, dal3 die Dichten p und p; normiert sind.
Wir betrachten nun den Ausdruck

pa(%) =l + 7,
wobei wir annehmen, dal3
el = [l =1,
Es ist dann
pa(%) = o + [0 + o + g,

Dann ist

Jf () <P+¢|d><—ff VplPdx + [ f (x)|1h dx
+ [ /(%) (@0 + p1)dx.

Es ist also

T ( >s0+w Y — [ [ (x)(@)dx — [ f () () dx
=Js( wﬁﬂmb)dx
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Nehmen wir jetzt an, dall
Jopdx = [ @i =0
ist, daf3 also ¢ und ¥ orthogonal sind, dann ist
Lo+ ) = 1.

Sosindalso p, = |¢ + ¥|*/2, |¢|* und |1)|* normierte Dichten. Damit
konnen wir jetzt Integrale von der Gestalt [/ () (0t + gm,b)dx berech—
nen und zu diesen Dichten zugehorige Folgen (Teilchen) y3, y3 bzw. y}.
So erhalten wir folgende Formel

1 N , 1 N , 1 N l
N;f()’/g) _N;f(]é) _N;f(jk)

= [/ (x) (¢ + @1 dx + Fehler,
Fehler = a( £ ) (D%)? Max p, + (Dn)? Max p+ (DY)

[N

Max py),
(1)

wenn feine Lipschitzfunktion mit der Lipschitzkonstante « ist. Wenn f
nur integrierbar ist, dann haben wir o durch die mittlere Schwankung
von f zu ersetzen, wo das zugehérige § das Maximum von D3, D3,
oder D! N 1st.

Nimmt man z.B. fiir fdie charakteristische Funktion eines Intervalles K
wie vorher, so ist die erste Summe die Haufigkeit der'Teilchen y 2, die sich
in Kaufhalten, die zweite Summe die Hauﬁgkeit derTeilchen y7 und die
dritte Summe die Hauﬁékelt derTeilchen y}, die sich in K aufhalten, alles
zur Zeit ¢. Dle Teﬂchen 73 sind in K hineinmarschiert, wihrend die
Teilchen y7 und y, K vetlassen haben. Die rechte Seite kann also
positiv, 0 oder auch negativ sein. Wir haben also einen Ubergang zur
Zeit £ vor uns.

Allgemein wird man jetzt ein normiertes Orthogonalsystem von
Funktionen ¢y, 1, - - - zugrundelegen, dabei setzen wir noch voraus,
daBl ¢y =1 zum System dazugehort. Dann kénnen wir analog die
Summe

N

B CACARNACARNACT) (2)

k=1

bilden, wobei y; zur Dichte |g0,‘ gehort, y7 zur Dichte ]g0j| und y} zur
Dichte} slei + o ]2 Interessant ist natiitlich noch der Fall, dal3 ¢y = 1 ist,
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dann konnen wir damit auch die Fourierkoeffizienten f J@jdxberechnen,
die zum Orthogonalsystem gehoren.

Zu einer neuen Fragestellung kommen wir, wenn wir die relativistische
Verallgemeinerung der Schrodingergleichung, die sogenannte Klein-
Gordongleichung betrachten

0%y 0 21/1 _ 5

0r? Ox? ’
dabei haben wir die Lichtgeschwindigkeit » = 1 und die Masse des Elek-
trons gleich 1 gesetzt. Als Dichte p definieren wir

_ oy . 0Y
P= Z<7’b Ot 8;) und

)

Es gilt die Kontinuititsgleichung

p 9
Op O _

0t Ox 0

Wir haben uns hier auf den 1-dimensionalen Fall beschrinkt. Nun ist
aber p nicht mehr positiv.W. Pauli und Weil3kopf haben in einer bertthm-
ten Arbeit gezeigt, dall man p in der Form p, — p; schreiben kann und
zwar auf unendlich viele Arten. Setzt man z.B.

@Z’:_ (¢1 ) und

w (¢2 ¢1 )7

%\N S

dann wird
p= @1/12 - Wfﬁ’u

d.h. p 148t sich darstellen als Differenz zweier Dichten p, und py im iibli-
chen Sinn, wo

pr = e,

d.h. p muf als Ladungsdichte aufgefaBt werden. Jetzt konstruieren wir zu
beiden Dichten wieder die Teilchen x7f (#) bzw. x; (#) im Sinne von §1,
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dann haben wir

SOMICHOIEES DVIENG)

= 802 0 ) =)
= gf(x) (p2(x) — p1(x)dx)dx + Fehler,

wo |Fehler| < 20(f, §)und § < Dgrm ist. E ist das Einheitsintervall, es
kann natiirlich ein beliebiges Intervall sein.

Ist K z.B. wieder ein Einheitsintervall von E und ist B;(K,#) die
Anzahl der Teilchen xz, welche sich in K zur Zeit ¢ befinden und
By (K, #) die Anzahl der Teilchen x,, welche sich in K zur Zeit 7 befin-
den, so ist

1
N (BL(K,#) = By(K, 2)) = [ p(x, #)dx + Fehler,
K

wo |Fehler| < ZDE\lr/ 4 ist. Setzen wir
Bn(K,7) = B (K, 1) — By(K, 7),

dann erhalten wir wieder

1 t+h
N (BN(K, 2+ h) — BN(K,2)) = [ dr[ div jdx + Fehler,
K

wo a und 4 die Endpunkte von K sind. Wir kénnen x7; als dieTeilchen mit
positiver Ladung und 7, als dieTeilchen mit negativer Ladung auffassen.
Betrachten wir die Diracsche Gleichung (¢ = 1 gesetzt)

[Op OV 5
(222 1 o
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Es sei
a=T a=px—Et, m=+\/E—p.

Es ist dann die Losung

Wit beschrinken uns auf die erste Gruppe @, 1. Dann sei

p(0,1) = lol* + ] = 2l” = 4(1 + & + 24 cos 2x)

dp .
5= —(84+ sin2x)E
und
J(x,8) =S (P — 99)
Es ist dann
dp 97
R + e 0.

Wir kénnen dann leicht die zugehorigen Teilchen y,(#) angeben.

11\‘

e(t) = NZU + x¢ — F()],
=1
wo F(x) = fg p(x, #)dx.
Bei diesem Beispiel kénnen wir dann die Uberlegung von §2 in
ungeinderter Form anwenden.

68

Wir kommen zu einer weiteren interessanten Fragestellung. Es sei eine
Dichte p in irgendeinem Intervall gegeben. Der Einfachheit halber neh-
men wir wieder das Einheitsintervall. Wir bilden nun auBler der Dichte p,
die nicht unbedingt normiert sein muf3, die Menge aller Dichten von der
Gestalt pﬂ , wo (3 > 0 ist. Wir betrachten dazu die Verteilungsfunktion
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(Zustandsfunktion) @5
= pP(€)dg

@:
ﬁ({Aﬂ

1

, wo A= [pl(e)de.
0

Wir fithren nun folgende thermodynamische Begriffe ein

1 1
Die Temperatur T = ik die freie Energie F(f) = — BlogA 3

die innere Energie

Ap ’
. . OF
die Entropie 8 = _—,
o)
ouU
die spezifische Wirme C = —3%——.
9B
Hingt p noch von weiteren Parametern oy, . . ., g, ab, dann bezeich-

nen wir als die zugehorige Kraft

1
a(— 3
f (8;@) pcfdé'
_0 '

i=———.
j A
Betrachten wir die zugehorigen Teilchen
1 &
Je(B) = N;“ toxp— Byxy)], firk=1,...,N,

die auch von « abhingen kénnen, wenn p von « abhingt. Wir schreiben
dann diesen N Teilchen Tals Temperatur, Uals innere Energie, Fals freie
Energie, § als Entropie und C als spezifische Warme zu. Die Wirme selbst
ist dann der Pfaffsche Ausdruck

L
w=060=dU+Y kda,.
=1

J

Ein einfaches Beispiel, wo man das alles ausrechnen kann, ist
p(x) = x + « fiir x zwischen 0 und 1.

Der Vorschlag, daf3 man mit p auch Potenzen von p untersuchen soll,
findet sich in [7].

Wir wollen zum Schluf3 eine Bemerkung zur sogenannten Interferenz
der Wahrscheinlichkeiten in der Quantenmechanik vom Standpunkt der
Gleichverteilung aus machen.
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Es seien ¢,1 Losungen einer Schrodingergleichung, dann ist
|©%], [?| die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte. Nun ist mit ¢ bzw.
b auch ¢, ¢’*1) Losung,

Es sei nun (ay, [B¢) eine gleichverteilte Folge mit Diskrepanz Dy. Es
ist also auch

¢ (o) e ()
fur £ =1,2,... Losung der Schrédingergleichung. Wir bilden nun

1S, )
Y= NZ |€27T10%(10(X) + €2mﬁ“‘¢(x)|2dx.
k=1

Es ist dann fiir |9 < 1:

1 o
N ; 6)2717((1/676/6) —

Wit erhalten also

1
[ e* P jadB + IDy.
0

(ST

Y= ‘(,0|2 + ’w’z + ’l9DN.

Es ist also
[ol* + [¢* = Dy < B < [l + [4l* + Duvs.
Ist aber (v, B¢) nicht gleichverteilt, also z.B.
ﬁk =10+ ag,
wo 1) fest ist, so erhalten wir
S =l + [l + o + 2 5.
Ist z.B. np = 0, so ist

==lp+yl,
also keine Interferenz.
Wir kénnen diese Uberlegung auch auf den Fall iibertragen, daf3 ein
gleichverteilter Vektor )a(#), 5(#)) in 0 < # < T mit Diskrepanz D(T)
votliegt. Wir bilden uns nun

€27rz‘a(z‘)<p(x)7 ezmﬂ(l)w(x).
Es ist dann
1 T

; - 2
3= ?I }ez’”a([)go(x) + ¢? ﬂ(f)w(x)’ dr
0

= | + |¢> + IDN(T),
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denn es ist analog wie vorher

21 =p() )dr

¢Z N dedn + 9D(T)

~| -
Sem i me

Il
(ST

— 9D(T).

Wir kénnen statt der Schrodingergleichung auch die Heisenbergschen
Matrizen nehmen.

Es seien L-reihige komplexe Matrizen A = (a;,,), B = (bye) gegeben,
dabei seien die Elemente beider Matrizen komplexe Zahlen. Es sei weiter
C das Matrizenprodukt von .4B. Es ist

C = o( j, kym)
m=1
wobei
C(].a /év ”7) = ﬂ/;ﬂbmk
ist. Es sei nun (@], ..., ¢} ) cine L-dimensionale gleichverteilte Folge

mit der Diskrepanz D%. Wir bilden uns mit Heisenberg die gegeniiber
C abgeinderte Matrix

L

C(’") = ZvU,é,m)e(cp;),

m=1

wobei e(a) = ¢#™ ist. Es ist dann

%Zm(m ZZ ks m)el e Vel = 6.

r—1 mot

Es ist dann wieder

wo d¢ das Volumselement dy - - - dyy, ist. Dabei ist |9, ,,| < 1. Es ist
das Integral rechts nur dann von Null verschieden, wenn 7 = 7/ ist, also
ist

. 2 2 2
|€(/7/é7”7)| = |4/m| |bm/é| .
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Wir erhalten also

1 N ) L , ,
N z : ‘C(V)’ = Z ’ﬂjm’ |bmé‘ + RCSt7
r=1 m=1

(|A], |B| die Betrige von A und B) wobei
2L
Rest| < (|4 |B)"Dx;-

Wir wollen noch ein Beispiel aus der Optik, nimlich die Beugung
behandeln und betrachten die Dichte

1
o) = =GP,
wo (C der Normierungsfaktor)

= [ e(2mi(t — x€))d¢

1
l€l<3

(dabei ist e(r) = ¢).
Hs ist
1

P (eﬂix _ e*ﬂ'z‘x)

> [sinmx)’
2 = =
G = ()
Esist J(0) = 1, welches der maximale Wert von | J(x)] ist.

Weiter ist ,
o o0 3 1
C= | p(x)dx= | <smx> dx =3
0

0 X

Essei € > 0und K > 10 so gewihlt, daf3

sin x\ 2
f( >dx<6.

Dies ist sicher der Fall, wenn

Qg 1 €
[S—e<S
2 K 2

K X

ist. Wir nehmen nun eine gleichverteilte Folge (x;) modulo 1 mit Diskre-
panz Dy und konstruieten eine gleichverteilte Folge ( y;) in (0, K) zur
Dichte p (man konnte sie Quantionen nennen)

1 N 1KX/
= — 1 - — t)dt
Jk NZ{ + Xk P 6[ p(#)

=1
([ ] GauBklammern, A Normierungskonstante).
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Thre Diskrepanz Dy ist hochstens
Dt
Es gilt dann fiir jede Funktion fvon beschrinkter Variation 17( £, K) in
(0, K)

N 1
iX:f(ﬁ«)z—Jf x)dx + 9V (f,K)D3
N/e:1

(l9] < 1).
Ist f nur quadrietbar, so ist I”'durch die Schwankung o( f, K) in (0, K)
zu ersetzen. Dabei ist

K
A:Jp(x)dx.
0
Es ist
o 1 i
A — dx] < — < —
({p(x) N <2 <36

also ist das Integral, wenn fin (0, 0o) definiert ist,

M(f)

<—a
- K

wo M( /) eine obere Schranke fiir | /| in (0, 00) ist. Es ist also

dx—ZIf x)dx

Zf &) —2ff x)dx| < V(f,K)Dy + M(f )e.

Wir wihlen nun

J— 3
€= Dy

und erhalten also

Zf Tk —ZJf %)dx| < DLV (f,K) +M(f)).

Es ist nun zu beachten, da3 die Dichte p(x) Nullstellen fiir x > 0
besitzt (also nicht stets positiv ist), und zwar an der Stelle

X, = 1,

fur 1,2, 3,..., also unendlich viele, allerdings in endlichen Intervallen
(0, K) nur endlich viele, nimlich héchstens [K] ([ ] GauBBklammern).
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Weiters besitzt p(x) an den Stellen %, die relativen Extrema
. 1

mit den Werten
- 2 *
p&n) = ——3-
1
(m(n+3))
Wir betrachten nun L Stellen

£+zL

mitgy = Ound gy - - - z1.—1, wo diese Stellen noch beliebig sind, und bil-

den uns

I— 2

ﬁ(x):—Zj (2mi(t — x(E421))) dE

— 1
/=0 <t

h

L1 2

e(—2mixzy) | e(—2mix€) d€
/=0 l€1<3

=T

-1 2

e(2mixg;)
/=0

h|~

Betrachten wir den Fall, dal3
= 157

wo / natiirliche Zahlen sind. Es ist

1 1 e(2milex) — 1
S PUCIRECL R,

L= L e(2micx) — 1
Es wird also
LZ: i L sin 7lex|?
— 2 L2 sin mwex

Es wird also die noch nicht normierte Dichte
. 2

R 1 sin mwlcx
p) = 3p() (—) .

Sl wex

* All diese Stellen beeinflussen die Hiufigkeit der y; in ihren Umgebungen.
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also

. . 2
. 1 <sm T sin 7rfo>

'O(X) - 12 T sIn mex

Setzen wir

C(e, L) = ;foﬁ(x)dx —%I <

so ist die normierte Dichte

. . 2

sin mx sin wlex

- dx
T sin mex

1
P) = 2 ().
Fire =1 und L = 2 (Doppelspalt) erhalten wir

c(1,2) T‘ sin 7 sin 27 2 5
= = T
’ mx  sin wx ’

0
also ist
5(x) = 1 (sin 27x\’
PR =00\ '
Wir bestimmen die zugehorigen Quantionen jg bei gleichem K wie
vorher
K& 1 K
e = 1 —— ) p(2)dz].
=[5 o]
Nullstellen in p sind jetzt die Stellen4 ( = 3,1,3,...,). Die Extrema

sind jetzt an den Stellen § (7 +1).
Ersetzen wir jetzt x durch yx, wo 7y eine reelle, positive Zahl ist, dann
hingt p bzw. p noch von «y ab. Die Nullstellen x, der Dichten liegen, daja

- n
,yxﬂ — E
wird, an den Stellen
. n
o=
n 2/_)/
und die Extremstellen an den Stellen
n+ %
2y

Es ist z.B. bei Brechung und Reflexion

sin « sin 8
Y= - R
c c
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so ist p(7yx) maximal fiir die Stellen, wo

sin « sinﬂ_0

¢ ¢!

Iste = ¢, ¢ = 0 an der Stelle
sin

Y= .
¢

Wir wollen diese Betrachtungen verallgemeinern und zugleich ins
Mehrdimensionale tibertragen (der zwei- bzw. dreidimensionale Fall ist
in der Physik wichtig). Es sei jetzt » > 1 die Dimension, B ein konvexer
Korper (fur 7 = 2 eine Scheibe) mit dem Koordinatenursprung im Mit-
telpunkt von B (wenn vorhanden), dann sei jetzt

J(x) = BfE(Zm'(f — (x€))d¢|,

wo (x€) das skalare Produkt
x1§1+ -+ x,80
und d€ = d&; - - - d€,, das Volumselement ist.

1
o) = 2 P
ist die Dichte. Es ist

2
C= [1](x)dx
R)/'I
tber den ganzen Raum R” erstreckt.
Das Integral existiert sicher, wenn B ein konvexer Polyeder, insbeson-
dere ein Quader (fir 7 = 2 z.B. ein Rechteck ist), und fiir konvexe Kor-

pet, die geniigend glatt (z.B. Kugeln) sind.
Fir Quader

1 1
<. el <2
|£l| =9 |£m| )

erhalten wir

Ist iberhaupt B ein Produkt von mehreren konvexen Korpern
By X By X -+ X B,, wo die B, verschiedene Dimensionen haben kon-
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nen, wenn nur die Gesamtdimension #» ist, so zerlegt sich [ in J; X
]2 NERED ], ’

Liegen wieder zusitzlich L. Stellen g9 = 0,z1, - -z in R” vort, so
erhalten wir

o) = [ D ] elamite = .+ )i
=%§;«m@ﬂgme@ws.

Der Fall, daB die g, ein Gitter bilden (Kristallgitter im R?), ist beson-
ders wichtig. Man vergleiche die physikalische Literatur.

Der Verfasser hat sich mit dem Fall / = 1 im bezug auf das zugehorige
Integral, insbesondere iiber das asymptotische Verhalten und auch im
bezug auf die Nullstellen in den Arbeiten ,, Uber Integrale auf konvexen
Korpern I Monatshefte fur Mathematik 54 (1956) 1-31 und Teil 11 im
gleichen Band beschiftigt.

Wenn die Stellen z, aber ‘random’ sind, so liegt wieder Interferenz
vor. Nehmen wir an, wir haben eine /~dimensionale Folge 3%, welche
gleichverteilt zur Dichte o(xy) - - - 0(x;) ist, wo o eine eindimensionale
Dichte ist, mit Diskrepanz D, so betrachten wit (¢ = 1)

1 < ’

2 =N

N 1
1

1 L—-1

ZZ e(27rz'xzf)

/=1

—
1 L-11L-1 1 N
(2 —z4)).
Nun ist / # m
| & 2
NZe(Zm’x(zf‘ -5 = ‘fe(Zm'xz)dz +9Dy.
k=1 E

Wir erhalten also

1 L-—1
Z;:z+—f‘<

Es witd also

mw=%m>@+ (

2
+19DN) .

2
+§DA))

!e(ZWZX{) o(z)dx

f e 27szg d{
E



Gleichverteilung und Simulation 215

Fiir 0(z) = 1 wird das Integral

. 2
sin 7
T '

A. Einstein hat immer die Meinung vertreten, dal3 wir nur Mittelwerte
beobachten konnen. Diese Mittelwerte werden durch die Hiufigkeiten
des Auftretens der zugehorigen Ereignisse mit einem gewissen Fehler
testgestellt. Von diesem Standpunkt aus kann man Ereignisse durch
Wellen bzw. Teilchen erklaren. Damit will der Verfasser als Mathematiker
nur zum Ausdruck bringen, dafl beide Ansichten gleichberechtigt sind.
Welcher Standpunkt in der Realitit vorkommt, kann nur der Physiker
entscheiden.

Ein schlagendes Beispiel ist der Lichtdruck.

Es sei (ein Koordinatensystem sei eingefithrt) x = 0 die Ebene eines
Metallspiegels, z = 0 die Einfallsebene eines senkrecht einfallen-
den Strahls und des reflektierenden Strahles, so haben wir fiir die elektri-
sche Feldstirke E, und die magnetische Feldstirke H, des einfallenden
Strahles

zz::(o, /4sn12wu<f4-f), 0 )
¢
) X
H, = (0, 0, Asin 27TV(Z‘ +—))
c
und fiir die analogen Feldstirken E,, H, des reflektierenden Strahls

E,::QL —U4gn2wy0-—f), 0 )

A

PLzz(Q 0, /qmnzwu(f—5)>,

c

also insgesamt

E=FE+E, H=H+H

. X . x
E= (0, A<s1n 27ry(t+—> — sin 2771/(;‘ ——)), 0)
c c

. X . x
H= (0, 0, A(Sm 27r1/<z‘+—> + sin 27r1/<z‘——)>>.

¢ ¢

Dann erhalten wir den Druck pro Flicheneinheit auf den Spiegel

f = (Asin 2mvr)?,
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also den Gesamtdruck
2

p:u(])"fdt:z

Konstruieren wir wieder mit Hilfe einer gleichverteilten Folge ()
mit Diskrepanz Dy cine gleichverteilte Folge (y:) zur Dichte
(sin 27v¢)*, so erhalten wir fiir jede Funktion f von beschriinkter Varia-
tion 17 (f)

—Zf %) f ¢) sin® 2qwtds + 9V (f)D;
0

Es sei I ein Zeitintervall (v, 3) in (0,1), so ist Hy ({, 8)) die Anzahl
der Treffer der Quantionen, welche den Spiegel treffen, also gleich

J\T

Z Z.(<O‘7 /3>7J//é)

k=1

und fiir die relative Haufigkeit

1
(e, B)) = G Hn((e, )
gilt
8 1
h({e, B)) — v sin®27ve| < Dy
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