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Wir betrachten nichtnegative Gitterwege im R?, die im Punkt (0,0)
beginnen mit Aufstiegen (1,1), horizontalen Abschnitten (1,0) und
Abstiegen (1,—1). Wir ordnen jedem Aufstieg das Gewicht 1 zu,
jedem horizontalen Stiick auf der Hohe k ein Gewicht s; und jedem
Abstieg, der auf der Hohe k endet, ein Gewicht #; zu.

Bezeichnet man mit a,; das Gewicht aller Gitterwege von (0,0)
nach (n, k), so gilt offenbar

aopk = 6ok
ano = Soan—1,0 + foGn—1,1
Anj = Ay 1 k-1 T Skn—1k + tQp_1 jv1- (1)

Esist dann a,, = 1 und a, ,—1 = So + $1 + - - + S,—1.

Sind alle s; = 0, kommen also keine horizontalen Schritte vor, so
nennen wir so einen Gitterweg einen Dyckweg.

Bemerkung: Man konnte allgemeiner einem Aufstieg, der auf der
Hohe k endet, das Gewicht oy, jedem horizontalen Stiick auf der Hohe
k ein Gewicht §; und jedem Abstieg, der auf der Hohe k endet, ein
Gewicht ~y; zuordnen. Es wire dann a,x = oan—1k—1 + Brn—14+
~Ykan—14+1. Dabei ergeben sich dieselben Gewichte a, o wie wenn man
Ank = An-1k—1 + Skn—1k + Wk@u_1 441 SELZt Mit 5p = Si, i = 1Nk
Denn die Gewichte der horizontalen Schritte bleiben gleich. Wenn ein
Abstieg auf der Hohe k landet, muss es vorher genau einen dazu
passenden Aufstieg gegeben haben, der auf die Hohe k + 1 gefiihrt
hat.
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Wir wollen auch ,,duale Gitterwege‘“ betrachten, die im Punkt (0,0)
beginnen und nach links statt nach rechts gehen, mit Aufstiegen
(—1,1), horizontalen Abschnitten (—1,0) und Abstiegen (—1,—1). Wir
ordnen jedem Aufstieg, der auf der Hohe k beginnt, das Gewicht #;, zu,
jedem horizontalen Stiick auf der Hohe k& das Gewicht s; und jedem
Abstieg das Gewicht 1 zu.

Sei a;i . das Gewicht aller dualen Gitterwege von (0,0) nach (—n, k).

Dann gilt

*
oo = bok

x % *
Ao = S0a,_1 0+ a1 (2)

a:,k = tkfla::fl,kfl + Ska:il,k + a:il,kﬂ-
Hier ist a =toly -ty
Sei nun bfl)k das Gewicht aller Wege von (0,0) nach (n, k), die mit
mindestens / Aufstiegen beginnen. Dann ist b,(l ,2 = Qnj»

bffﬁ = Qnk — S0Gn—1k (3)
und allgemein
bk = bug =SBk — 12Dl ) (4)

Daraus ergibt sich sofort, dass eindeutig bestimmte Koeffizienten p;;
mit p;; = 1 existieren, sodass
!

b,(,l)k = Zpl,ianqﬂ‘,k (5)

)

i=0
gilt.
Nun ist offenbar
an,iai,k = b,(:]Z = Onk (6)
i=0
und daher ist die Matrix der p;; die Inverse der Matrix der a, , d.h.
(ai,k)Zk:O(pk,l)Z,l:O = (51',1)?,1:@ (7)

Wir betrachten nun die Polynome py(x) = ZLO prix'. Sie sind
charakterisiert durch

p0<x) =1,
p1(x) = x — s0,
Pr(x) = (x = se—1)Pk—1 (%) — feapr—a (x). (8)
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Setzt man

f = P ©)

so folgt aus (8)
Xpy () = XN P () + s (6) + gy (1)), (10)
Wegen (6) gilt dann

X' = ian,kpk(x). (11)

Definiert man ein lineares Funktional F auf dem Vektorraum der
Polynome durch

F(pi) = bko, (12)
so folgt aus (11)
F(x") = anp (13)
und aus (10) ergibt sich, dass
i = F('p] (2)) (14)

gilt.
Genau so ist @, = F(x"pi(x)).
Weiters ist

F(pa(x)py(x)) = F (an,,-xip;‘l(X)) = Puittim = um. (15

Die Polynome p,(x) sind also orthogonal beziiglich des linearen
Funktionals F. Sie enthalten die gesamte Information iiber die a, ;. Da
F wegen (13) durch die Folge (a,) := (a,0) schon eindeutig festge-
legt ist, hingt also alles nur von dieser Folge ab. Das ergibt sich auch

folgendermal3en:
Sei
ao a) ay e a,—1 1
a as as tee ay X
2
— a a a eea X
pn(x) — det 2 3 4 n+1 (16)
n—1
ap—1 an ap+1 0 A2 X

ay apt1 ani2 e ayp—1 X
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Dann ist
F(p,(x)x") = 0 fiir 0 < i<n, (17)

weil dann zwei Spalten gleich sind.
Bezeichnet man mit 4,((a)) die Determinante der n-ten Hankel-
matrix aus der Folge (a,) := (a,o), d.h.

h((ax)) = det(ais); o, (18)
so folgt aulerdem
hn((ar)) = det(aiys); ;g = F(x"Pu(x))-

Ist h,—1((ax)) # 0, so ist p,(x) ein Polynom genau n-ten Grades, hat
also eine eindeutige Darstellung der Gestalt

n

Du(x) = Zcipi(x) mit ¢, # 0.

i=0
Aus (17) folgt also p,(x) = ¢, pn(x).

Da p,(x) normiert ist, ist also

Pu(x) = i ((ax))pn(x).- (19)
Aus (15) und (9) ergibt sich dann
hn((ar)) = det(ais;); o = F(x"Pu(x)) = hn_1((ax))to - - tas-

Da hy((ax)) =1 ist, folgt (19) fiir alle n.

Wegen

(—1)"p_n(0) = hn—l((ak+1)) = det(ai+j+l)2;:10

erhalten wir fiir die Hankeldeterminanten der Folge (a,) := (an0)

ha((a)) = det(ai)} g = [Jto- - ter = 187"+ tay (20
k=0

und

ha((ars1)) = det(aign)} oo = (= 1" ha((ar))pus1 (0).  (21)

Bemerkung: Man hitte (20) auch folgendermalen erhalten konnen:
Nach Definition des zu einem gegebenen Gitterweg dualen Weges
kann man jeden Gitterweg von (0,0) nach (m + n,0) in einen Weg von
(0,0) nach (m,i) fiir irgendein i und einen Weg von (m,i) nach
(m+n,0), der als dualer Weg von (0,0) nach (—n,i) interpretiert
werden kann, zerlegen. Daher gilt a0 = >, dm,a,";. Daher ist die

ni*
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entsprechende Hankelmatrix das Produkt von zwei Dreiecksmatrizen,
wo die eine Determinante 1 hat, wihrend die andere a;'f ;= Ioty -ty
erfiillt.

Fiir die erzeugende Funktion f(z) =) ,.,a,2" der Folge (a,)
ergibt sich aus der Rekurrenz der orthogonalen Polynome bekanntlich
(vgl. z.B. [3]) der Kettenbruch

f(2) = 2 : (22)

12
1 —s0z —

H7?

l—sz——m—
1—s2z—...

Wir wollen nun ein paar Beispiele betrachten.

Sei zuerst s; = 0 fiir alle k und #;, = ¢g*. Das ergibt das einfachste
g-Analogon der Catalanzahlen. Hier ist natiirlich ay, 11 = 0. Fiir die
entsprechenden a,; und die g-Catalanzahlen ay,o = C,(g) sind keine
expliziten Formeln bekannt. Man rechnet leicht nach, dass die Folge
dieser g-Catalanzahlen C,(g) mit

L 14+g1429+¢" + ¢, 1 +3¢+36 +3¢° + 24" + ¢’ + ¢, ...
beginnt. Sie wurden von L. Carlitz und J. Riordan im Jahre 1964 in [4]
eingefiihrt und vor allem von Carlitz genauer studiert. Wir wollen sie
daher der Kiirze halber die Carlitz’ schen g-Catalanzahlen nennen.
Hier ist
1 1

f(Z): ZZ :1—22f(\/§z)’

2
1

1—--.
woraus sich durch Koeffizientenvergleich die Rekursion

n—1
Cu(@) = D d°Ci(q)Cu1-i(q) mit Co(g) = 1 ergibt.  (23)
k=0

Man kann aber den Kettenbruch auch folgendermafien auflosen:

B 1 1 —g2f(q2)
&) = 2 1 —-2—q2f(q2)

P
1 —qz°f(qz)

Das liefert

f(2) =1+ 2f(2) — g2 (q2) + 42 (2) f(q2).
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Hier liefert Koeffizientenvergleich eine weitere Rekursion

Cn+1 (Q) = Cn(CI) + q2k+lck(Q)Cn7k(Q)' (24)

Die p,(x) sind dann durch

po(x) = 1,p1(x) = x, pi(x) = xpi1 (x) — ¢ *pia(x) gegeben. Das
fiihrt auf die explizite Darstellung

Pa(x) = g(—l)"qz(i) [” ; i]x"Zf. (25)

Um diese zu verifizieren, braucht man nur den Koeffizienten von

(1)) 2 0 xp, () = ¢ pt (X) = pur (%)

zu vergleichen. Das ergibt die Beziehung

n—il | aaaan[n—1—-G-1)]_[n—i+l
[ i ]Jrq [ i—1 i

die man leicht nachrechnet.
Fiir die Hankeldeterminanten ergibt sich in diesem Fall

n+l
ha((ar)) = det(ai))! g = Hq

und

h2n—1((ak+l)) = det(ai+j+1)12 (1) ( l)nqz(g)q(z%”)’
hon((a+1)) = 0.

*

Nun wollen wir allgemeiner Dyckwege mit den Gewichten ty; = ¢*,
trrs1 = s¢¢ mit einem Parameter s # 0 betrachten. Die erzeugende
Funktion f(z,s) = >_ C,(q,s)z*" der entsprechenden g-Catalanzahlen
C.(q,s) ist dann nach (22) gegeben durch

- 1 1 s22f (/42 5)
flz.5) = 2 =2 -2 (Vazs)|

1 s22f(\/qz, 5)
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Das ergibt die Rekurrenz
n—1

Cot1(9,5) = Calq,8) + 5 4"Cilq,5)Cui(q,5)  (26)
k=0

mit Cy(q,s) = 1.

Das sind im wesentlichen die g-Catalanzahlen von Polya und
Gessel (vgl.[9], [11], [14]) und (26) ist der Spezialfall der Formel (6.6)
bzw. (6.8) von [12], wenn man dort a = ¢, b = ¢~ ! setzt.

Vergleicht man mit der Definition von C,(g), so ergibt sich

Cu(q) = Cn(qzaQ)
Fir die zu den g-Catalanzahlen von Polya und Gessel gehorigen
orthogonalen Polynome gilt
po(X) = 1,])1()6) =4,
pa(x) = xpo—1(x) — ¢ paua(x)

Pt (%) = xpar(x) — ¢ Lspai (x).
Daraus folgt

pa(x) = xpa—1(x) — ¢ ' (x)

= pa-2(x) — ¢ Esxpu—3(x) — ¢ 'par—a(x)
= X*pr2 (x) — Clk*zS(szfz (x) + q" s (x))— Clk*lpzkfz(x)
Setzt man

Pno(x) = pan(Vx), (27)

so gilt also

Prsiolx) = ( g (1 ; ;));»n,o(x) P Vp o) (28)

mit poo(x) = 1,prox) = (x—1).
Analog ergibt sich

Par1(x) = (2 — ¢ (1 + 8))pauc1(x) — ¢ Pspus(x). (29)

Setzt man hier

pualn) =222, (30)

so erhdlt man
Pnr11(x) = (x = ¢"(1 4+ 5))pni(x) — g
mit po i (x) = L,p11(x) = (x = 1 — ).

2"_lspn,m(x) (31)
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Sei nun
po(z) = an,o X 4
7) = ZPn,l x 2 (32)
Dann gilt
po(z) =1 +2 an 1o(x g (1)
n>2
( )an 10 "+1)+n lzn
n>2
_SZPn 20(x M)H(n L
n>2

Daraus folgt

Z \V4 ST XZ Z
<1 +) (1 +2>900(Z) =1 +2+<po<>.
q q 7 q  \q

Daraus ergibt sich schlielich

—("Zl) i i
_ q Xz
po(z) = ; z z 57 s\
R =R
(33)
Analog zeigt man
_ g (Vg
p1(z) = ; e z sz sz \
0D G ()
(34)
Setzt man
h(z) = < (35)

(+2)(0+3)

so schreiben sich diese Formeln in der Gestalt

201z ;xh <> h(%) (36)
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und
5z
) = (145) ). (37)
Koeffizientenvergleich liefert
pn,O(x) = pn,l(x) + qnilspn—l,l(x)- (38)

Aus (36) ergibt sich fiir die erzeugende Funktion der Koeffizienten
von X~ in p,_11(x)

Z Z
P(i,s,z) anu,lq Z_h()h<>“‘h<i1>v
= q q

P(X,S,Z) :P(l,S,Z)P<1,S,§> P<17s7qxz—]> (39)

Analog ergibt sich

n Z Z Z
Py(i,s,z2) : anIOz va 2z”=1+ h<q>~~h<- >,

d.h.

n>1 § ql_l
d.h.
Z Z
PO(X N Z) P()(l N Z) 1 ,5 P l’s’qx—l (40)
mit
P()(l,S Z) -z
1+-
q
Sei
1 n+i—1 n
h,’ = ; =
(Z) (1+Z)(1+QZ)"'(1+C]HIZ) Xn:|: i—1 ]( Z)
und hy(z) = 1.

Aus (33) folgt, wenn man z durch gz ersetzt,

- 4 52
¢ Opuol) = )" ¢ Oz, (—l.)h,- <—> (41)
7)) \q
Nun ist

()L [ Jee
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Daher ergibt sich
o A =1 i1 1]
pra) =SS [ e
=0 ]
Analog ergibt sich

pur) = Sy )

=0

Sei nun F das lineare Funktional auf dem Vektorraum der Polynome,
das durch Fy(x") = C,(q,s) definiert ist und analog F; mit

Fi(¥") = Cuii(g,9).

Wendet man auf (33) das lineare Funktional F an, so ergibt sich,
wenn man z durch gz ersetzt,

1= Zq*(é) Cilg. S)Zi

R

Das ist Formel (6.2) von [12].
Daraus folgt einerseits

. , i+1
1= qu(é) Cl(q7s)z
: Z Z sz sz
i20 (1+Z)<1+‘>"'(1+T><1+_>'“<1+_i>
q q q q
(44)
und durch Multiplikation mit 1 + z
=30 Cilg. )2 .
, z Z sz sz
= <1+_>...<1+f><1+_>...<1+f>
q q' q q'
Das ist Formel (5.2) von [9].
Aus (34) ergibt sich genauso
; C. i+1
= Zq_(z) z+1(;]75>z - (45)
20 (1+Z)<1+—>--'<1+—i>
q q
(1 +sz)<1 +2) . (1 —i—%
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Man kann (28) als die orthogonalen Polynome zu den Gitterwegen mit
den Gewichten
so =1,
sk=q" +4q s,k > 1,
o= q*s

deuten.
Die entsprechenden a,, die wir jetzt ¢, nennen, sind gegeben
durch

cox = ok
Cn0 = Cn—10 + SCu—1,1
k k—1 2k
Cnk = Cn1h—1 + (¢ + 4" 8)cn—1k + ¢ SCh1 k41

Weiters ist

Cn0 = Cn(‘bs)'
Fiir die Hankeldeterminanten gilt
ha((Ci(g,5)) = s(2)g2(5) (46)

bzw.
n((Cesr(g,5)) = sU2) 2050+ (5) = () gt - (47)

Durch diese beiden Hankeldeterminanten fiir alle n sind die C,(q, s)
wieder eindeutig charakterisiert.

Eine analoge Deutung lésst (31) zu:

Hier ist sy = ¢*(1 +5), 1 = ¢*"s.

Die entsprechenden a, x sind gegeben durch

aox = Ook
ano = (1 +8)an-10+ qsan-11
Ani = Qn_14—1 + ¢(1+5)a, 14+ q2k+1san71,k+1
Weiters ist
ano = Cut1(q, 5).

Fiir die Hankeldeterminante ergibt sich

n+1
ha((Cria(g,s)) = s(2)g 2t e(E) Nl (ag)
=0



30 J. Cigler

Setzt man b, ; = q(kél)amk, so gilt
box = 6ok
bpo = (14 8)by—10 + sby_1,
bk = G (bu14-1 + (1 + 8)bp_1x + 5by_1411)
Es gilt dann
nx+y Zbkx n—k—1,y— q (k+1) (49)
k>0

Denn man betrachte den lidngsten Gitterweg, der auf die Hohe y — 1
fiihrt. Er habe die Linge n — k — 1. AnschlieBend muss es einen
Aufstieg geben. Dieser hat das Gewicht ¢”. SchlieBlich bleibt ein Weg
der Lénge k, der auf der Hohe y beginnt und selbst die Hohe x besitzt.
Das Gewicht dieses Weges ist das ¢**-fache des vom Nullpunkt
ausgehenden Weges, weil alle Aufstiege und Abstiege das ¢”-fache
Gewicht haben.
Setzt man

A(x,s,z) = Zq@)an,lyx,lz" fir x > 1 und A(0,s5,2) =1, (50)
n>1
so gilt also
A(x+y,5,2) = A(y,s,2)A(x,s,4'2). (51)
Daraus folgt
A(x,s,2) = A(1,5,2)A(1,5,q2) - - A(1,5,¢° '2). (52)

Die Identitit (7) ldsst sich jetzt auch durch die folgenden dquivalenten
Aussagen beschreiben:

anfl,],xflqi(;)A(n,S)Z) =zF (53)
n>1
bzw.
Zanfl,xflq(;)Pl(naz) =7z" (54)
n>1

Analog zeigt man fiir

onsz Eq Cn1x-12"

n>1

Ao(x,5,2) :Ao(l,s,z)A<l,2,qz) ---A<1,3,c/‘_lz>. (55)
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Diese Identititen werden noch iibersichtlicher, wenn man die folgen-
den Matrizen betrachtet:

k
(ng) Mit Gug = ap14-1¢®) fir n>1,k>1 und g = buo,

aox = ko und analog (p,x) mit Py =pn71,k71q7(§) fir n>1,
k> 1 und p,o = 0n0,P0k = Ok0-

Dann ist

(1,2,2%, ) (ang) = (A(0,5,2),A(1,5,2),A(2,5,2), )
und

(1,2,2%, ) (Puk) = (P(0,5,2),P(1,5,2), P(2,5,2),- ).

Somit gilt etwa

n

an71,1,x71q_(2)z4(n,s,z)

n>1
f?O,x
pl,x
= (A(O,S,Z),A<1,S,Z),A(Z,S,Z),"') ~
DP2x
lA)O,x
= (1,2,2% ) (anx) If]’x =z".
P2.x

Interessant sind auch noch die Polynome 7, (x), die durch

0 (x) 1
™ (x) = (Pni) E definiert sind.
21

7r2(x)

Sie erfiillen daher
Z T (x)A(n,s,z) = e*.

Aus der Theorie von Garsia [10] folgt, dass die Polynome ,(x) vom
g-Faltungstyp sind und eine analoge Charakterisierung wie in der
Rota’schen Theorie besitzen. Das lésst sich in unserem Fall aber auch
sehr leicht direkt zeigen:
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Wendet man nimlich auf die obige Gleichung den Differentiations-
operator D = 4 k-mal an, so ergibt sich Y (D*m,(x))A(n, s,z)= 'e*.
Dabher ist

ZA(],S,D)ﬂ'n(X>A(I’l,S,Z) =A(1,5,2)e" = A(1,s5,7)e ™

=A(1,5,2) > m, (g)A(n, 5,q2) = Y, (g)A(n +1,5,2).

Koeffizientenvergleich liefert

MA(1,s,D)m,(x) = m,—1(x), wenn M der Operator ist, der durch
Mx" = ¢"x" definiert ist. Der Operator MA(1,s,D) ist also das
g-Analogon des entsprechenden Deltaoperators der Rota’schen
Theorie. Diese Polynome sind vom g-Faltungstyp, d.h. sie erfiillen

T(x+y) = Zm X)Th— k( )

Denn

Zﬂn(x—i-y) (n,s,2 —exﬂ)—zﬁk kSZe"
= Z”k Ak, s,z ZW;(%)A(LS:‘I](Z)
- ZA(n, 5,2) Z T (X) Tk (ﬁ)

Dual dazu kann man die Polynome

ap(x) 1
o | _ o[
s (x) (Gns) ’;—2,

einfiihren.
Sie erfiillen

und

M~'P(1,s,D)a,(x) = M~!
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Sei nun
folz,5) =Y Calg,9)" (56)
n>0
und
f](Z,S) = ZCn+l(qas)Zn‘ (57)
n>0

Dann ist f(z,5) = fo(z*,s) und fo(z,5) = 1 +2fi(z,5).
Aus (22) ergibt sich

1
f](Z,S): 2

qsz
1 —(14+s)z—
A e s B e

1
L= (1 +5)z = gs2°fi(qz, 5)
oder damit dquivalent
fiz,s) = 1+ (1 +9)2fi(z,5) + gs2’fi (2, s)fi(qz, ). (58)
Koeffizientenvergleich liefert hier

Con(@:5) = Culgy5) +5 3¢ Cul@:9)Cuslars). (59)
k=0

Das ist Formel (6.6) bzw. (6.8) von [12].
Fiir fo(z, s) ergibt sich

folz,s) = 1 3 = 1 > :

ST s
l—z—

- 1 —z—s22fi (qz, -
1—q<1—|——>z—~” 1
q
Daraus ergibt sich

filz,s) =1+ z2fi(z,s) + szhi <qz, 2) + s2f1(z, $)fi <qz, 2) . (60)

Koeffizientenvergleich liefert hier

5o s
Crr(:9) = Gilaws) +5 Y d'C (q, 5) Coilgrs)  (61)
k=1

Das entspricht den Formeln (6.5) und (6.7) in [12].
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Vergleicht man schlieBlich die Kettenbriiche von fy(z,s) und
fi(z,s), so ergibt sich
1 o
L+z2fi(z.g5)  filzs)
Das liefert sofort die Formel

fi(z,8) = (1 +2£i(z,99)) (1 + s2fi(z, ). (62)

Koeffizientenvergleich gibt hier

+ sZ.

n—1

Cor1(4,5) = Cu(q:95) +5Y_ Clq,q5)Cai(q,5),  (63)
k=0

was den Formeln (6.3) bzw. (6.4) in [12] entspricht.

Bemerkung: Diese Identitit legt die folgende Interpretation von
C.(g,s) nahe: C,(q,s) ist das Gewicht aller Dyckwege von (0,0) nach
(2n,0) wo jedes “Tal” der Hohe k das Gewicht ¢Xs besitzt.

Das ergibt sich sofort, wenn man einen Dyckweg von (0,0) nach
(2n,0) in einen Aufstieg, einen (eventuell leeren) maximalen Dyckweg
von (1,1) nach (1 + 2k, 1), den darauf folgenden Abstieg und einen
(eventuell leeren) restlichen Dyckweg von (2k +2,0) nach (2n,0)
zerlegt.

Eine weitere Interpretation ergibt sich folgendermal3en: Vor jedem
Tal gibt es einen Aufstieg und i + 1 Abstiege fiir ein i > 0. Ersetzt
man diese durch eine Abstieg der Hohe i und ldsst die anderen
Aufstiege fest, so erhilt man einen Gitterweg von (0,0) nach (n, 0) mit
Aufstiegen der Hohe 1 und Abstiegen beliebiger Hohe. Dem obigen
Gewicht entspricht hier das Gewicht, das jedem Aufstieg das Gewicht
1 und jedem Abstieg auf die Hohe k das Gewicht ¢*s zuordnet.

Fiir den Fall der C,(g) ist s = 1,q = ¢* und man erhilt fiir die
entsprechenden Hankeldeterminanten

ha((Cilg)) = qU2)+4(5), (64)
ha((Crir (q)) = g2+ (1) (65)
ha((Criag) = #1423 [ 4 2], (66)

Fiir die orthogonalen Polynome ergibt sich hier aus (25)

Pro(x) = i(_l)icf(é) [2ni— i]x’” _ i(—l)”_"qz("?) {n;; i]xi

i=0 i=0
(67)
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bzw.

. n—i o(miy | n+i4+1] ;
pur) =0 e )
G. Andrews [2] hat ein g-Analogon gefunden, welches durch eine
analoge Formel wie fiir ¢ = 1 gegeben ist und auflerdem eine einfache
Rekurrenzrelation besitzt. Hier soll ein neuer Zugang zu diesem
g-Analogon gegeben werden. Wir betrachten wieder Dyckwege, d.h.
Gitterwege ohne horizontale Stiicke und ordnen jedem Aufstieg das
Gewicht 1 und jedem Abstieg, der auf der Hohe k endet, das Gewicht
_ (K : — _ Ags

tk(s) = t(q S) zu mit t(s) = Urgs)(14g%) Zu.

Fiir die entsprechenden g-Catalanzahlen, die wir mit Ca,(q,s)
bezeichnen wollen, ergibt sich dann sofort die Rekursion

Canii(q,5) = 1(s) > _ Car(q,g5)Cani(q,5)-
k=0

Das g-Analogon von Andrews entspricht dem Fall s = 1. Da fiir s # 1
keine explizite Formel fiir diese g-Catalanzahlen zu existieren scheint,
ist diese Rekursion wahrscheinlich nicht sehr brauchbar.

Nun wollen wir die orthogonalen Polynome p,(x) explizit berech-
nen. Es gilt

1 ; 4iqi2+isi n—il . o
pn(x) =) (=1) == . , { . }x” L (69)
iz:; Hj:(l)(l +qi ) (1 +gs) L ¢

Denn wenn wir die Koeffizienten von x*™'=2 in p,.{(x) = xp,(x)—
tu—1 pn—1(x) vergleichen, erhalten wir

. o [n+1—1 . n—i
ql(l +qn+lzs)|: . :| :ql(l +q11+1s)|: ' :|
l 1

rerag)| 1)
l_

was man sofort durch Ausrechnen verifizieren kann.

Betrachten wir zunéchst beliebige Dyckwege, wo die Abstiege die
Gewichte #; besitzen.

Sei G, (k) das Gewicht aller Wege mit m Abstiegen, die auf die
Hohe k£ — 1 fiihren, d.h.

G(k) = Dmtk—1k—1 = F(x2m+k_lpl>ck—1)' (70)
Aus der kombinatorischen Bedeutung von G, (k) ergibt sich sofort
G,k +1) = G,(k) + G (k + 2). (71)
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Das folgt auch sofort durch einfache Rechnung:
Gk + 1) = F(@" ] (x)
— F(x2n+k71p/>(k_l (x) + x2n72+k+1 tkp;;_l (X))
= G,(k) + Gy (k +2).

Daraus ldsst sich eine weitere Interpretation der G,(x) herleiten.
Gu(k) => tte, -+ -1, Wobei (ci,ca,...,c,) alle Folgen durchlauft
mit 0 < ¢y <k,civ1 <c;+ 1.

Denn G](l) =C (q) = 1.

Hier stimmt die Behauptung also. Wenn sie bereits fiir alle m <n
und alle £ > 0 bewiesen ist, so ergibt sich fiir n mit Induktion nach k

Gu(k +1) = Gu(k) + .Gy (k + 2)

:Ztcl‘”tcn—’_tk Z fey o le, = Z ley - Ie,

c1 <k cr<k+1 c1 <k+1

woraus alles folgt.

Dieses Resultat kann folgendermalen interpretiert werden: Ein
Dyckweg mit n Abstiegen, der auf die Hohe k fiihrt, endet im Punkt
(2n + k,k). Die Hohen c¢; der Abstiege — von rechts nach links
betrachtet — erfiillen 0 < c¢; <k,c;y; <c¢;+ 1. Durch die Angabe
dieser Hohen ist der Dyckweg eindeutig festgelegt und sein Gewicht
kann also daraus unmittelbar abgelesen werden.

Fir g =1 ist G,(x) ein Polynom m-ten Grades, das sogenannte
Gouldpolynom G, (x) = 32~ ().

Diese Polynome sind durch die folgenden Eigenschaften vollstin-
dig charakterisiert:

1)deg G,(x) =n

2) G, (O) = On0

3) ET2AG,(x) = G, (x)

Denn 2) ist klar und 3) folgt sofort aus (87).

Entwickelt man G,(x) mit Hilfe der Binomialkoeffizienten in der

Form G, (x) = > "}_ cnx (z), so ergibt sich aus 2) und 3) sofort

Cnk = Aan(X> |x=0 = E2k(E72A)an(x)‘x=0 = EZanfk()O |x=0
= G,k (2Kk)

Man erhilt also die explizite Formel

Galx) = Z Gros(20) (7 ). (12)
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Fiir die erzeugende Funktion bedeutet das

G(x,z) =G(l,2)" = Z(i)sz(l,z)Zk = (142G(1,2)%)",

k

was wegen evident ist.

Im Fall der Gewichte auf den Dyckwegen, die zu den Carlitz’schen
g-Catalanzahlen fiihren, ergibt sich aus der kombinatorischen
Bedeutung die wichtige Formel

Gu(x+y) = ZG ¥)q” Gy (x). (73)

Denn sei n — k die Anzahl der Abstiege fiir das ldngste Anfangsstiick
des Dyckweges, das auf der Hohe y — 1 endet. Darauf muss natiirlich
ein Aufstieg folgen. Der Restweg ist schlieBlich ein Dyckweg mit k
Abstiegen von (0,0) nach (*,x — 1), der um y Einheiten in die Hohe
gehoben wurde, so dass jeder der k Abstiege das ¢”-fache Gewicht des
urspriinglichen Weges besitzt.

Fiir die erzeugende Funktion G(x,z) := )2, G,(x)z" der G,(x)
ergibt sich daraus die Beziehung

G(x +y,2) = G(,2)G(x,¢'2), (74)

aus welcher schlieBlich G(x,z)= G(1,z)G(1,qz) - - - G(1, 4" 'z) folgt.
Nun ist G(1,2) =Y 02, Gu(1)2" =302 Cu(q)"

Beachtet man, dass G,(2) = azn+11 = a2p120 = Cu+1(q), so folgt
zG(2,z) = G(1,z) — 1 und daher
G(1,z) =1+4+2G(2,z) = 1 +zG(1,2)G(1, gz). (75)
*

Die Formel (72) besitzt wieder ein schones g-Analogon, ndmlich

Gx,z) =Y [z] 7O Gk, 2). (76)

k

Fiir die Koeffizienten ergibt sich daher

Zq [ ] i (2K). (77)
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Zum Beweis gehen wir folgendermaflen vor:
G(x,2) = G(x —1,2)G(1,4*"'2)

G(x = 1,2)(1 +¢"'2G(1, 4" '2)G(1,¢"2))
(x=1,2) +¢"'2G(x + 1,2)
(x = 1,2) + ¢ '2G(1,2)G(1,2)G(x — 1,4%2)
+4¢"'2G(1,2)G(1,42)*)G(x — 1, 2).
Nun gilt die Formel (vgl. z.B. [5])

(I+a)(1+ga)(1+¢'a) =Y [i]q@ak.

k

G
G
(1

Wendet man diese mit a = z(G(1,z)e)” an, so ergibt sich

x—1

Glx,2) = [[(1 + ¢2(G(1, 21 = 3 mf@zkcak,z),

i=0 k

wie behauptet.

Wir wollen nun mit einer Methode, die wir bereits in [7] verwendet
haben, eine weitere Ableitung der Formel (77) geben. Zu diesem
Zweck betrachten wir beliebige (nicht notwendig nichtnegative)
Gitterwege mit Aufstiegen und Abstiegen der Hohe 1, wobei das
Gewicht eines Abstieges auf die Hohe k durch ¢ gegeben ist. Wir
codieren einen solchen Gitterweg der Léinge s durch ein Wort
Yi,Yi, Vi, wobei jedem Aufstieg der Buchstabe y, und jedem
Abstieg der Buchstabe y; zugeordnet sei. Wir nehmen an, dass die y;
die g-Kommutativitdtsregeln ygy; = qy1yo erfiillen. Dann kann jedes
Wort v = y;,y;, - - - i, eindeutig in der Gestalt v = «(v)y¢y4 geschrie-
ben werden, wobei d die Anzahl der Abstiege und u die Anzahl der
Aufstiege bedeutet. Man sieht nun leicht mit Induktion nach der
Linge des Wortes, dass a(v) :q(d;])w(u) gilt, wenn w(v) das
Gewicht des Weges, der durch das Wort v codiert wird, bedeutet.
Denn das stimmt fir s=1:w(y)) =1 =a(y) und a(y;)=1=

gw(y1). Ist es schon fiir w(v) gezeigt, so ergibt sich w(vyy) = w(v)

und w(vyr) = w(v)g" =" Nunist vy, = a(v)y{yiy1 = g¢“a(v)y{ 'yl

und somit
ahwvy) = "¢ w(v) = g"a(v) = alvy), wazw.

Jeder Weg von (0,0) nach (2n 4+ x — 1,x — 1) fiihrt iiber genau einen
Punkt der Form (2n — 1,2k — 1). Dieser hat genau n — k Abstiege.
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Der Restweg von (2n — 1,2k — 1) nach (2n+ x — 1,x — 1) hat die
Lange x und genau k Abstiege. Dabei tritt jedes Wort der Liange x auf,
weil keiner dieser Wege negativ werden kann. Nun ist nach dem
g-binomischen Lehrsatz

X X —
1 +yo)' = Z[k]yf)b ‘.

Somit gilt fiir jeden Weg v von (0,0) nach (2n — 1,2k — 1), dass die
Menge aller Fortsetzungen zu einem Weg nach (2n+x— 1,x — 1)
durch v[{]yfy§™ codiert ist. Summiert man iiber alle solchen v, so
ergibt sich

n—k+1
S aw)yi gt =g Y wyr !

v v

— Gn k(2k) n—k n+k lq(" k“)'
Daher ist

X n n n— k+1 x—
TSR ySH o

n+l k
:qm>§:@k@mf@[Jw%“1-

Fiir das Gewicht G, (x) der Menge aller dieser Wege ergibt sich daher
nach den obigen Uberlegungen

W =30} ]cnsn.

Wir konnen nun die g-Gould-Polynome G, (x) ganz analog charakter-
isieren wie im Fall g = 1.

Wir bezeichnen endliche Linearkombinationen der g-Binomial-
koeffizienten m mit Koeffizienten aus dem Korper der rationalen
Funktionen in der Unbestimmten ¢ als g-Polynome. Betrachtet man

auf diesem Vektorraum die linearen Operatoren E und A, die durch

E[f] = [*{'] und A[]] = 5 (["F] = []) oder damit dquivalent durch

Aq(®) ] = g(7) "] definiert sind, so ist (71) gleichbedeutend mit
E?AG,(x) = G, (x). (78)
Die anderen zwei Eigenschaften der klassischen Gouldpolynome sind

offenbar auch erfiillt und man {iiberlegt sich leicht, dass die G,(x)
dadurch eindeutig charakterisiert sind.

*
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Wir wollen nun eine weitere Formel fiir G,(x), die schon in der
urspriinglichen Arbeit von Carlitz und Riordan in etwas undurch-
schaubarer Verkleidung vorkommt, ndmlich

~ oy [x+k—1
G(x) = ;q@ { . }Gnlxk) (79)
beweisen.
Diese Formel ist wieder dquivalent mit
. x+k—1 /ﬁ k
Glx,2) = 2}{:{ . ]q( )#G(k,2). (80)

Hier gehen wir von der ebenfalls wohlbekannten Formel

1 . X—'—k—l ak
(1—a)(1—qa)-~-(1—q)‘1a)zk:[ k ]

aus und wenden sie fiir @ = zG(1, z)e an. Das ergibt
! 1
(1= 2G(1,2)e)(1 — qzG(1,99) - - (1 — ¢~ 1261, 2)e)
x+k— & x+k—=17 @
- (z2G(1,2)e)k1 = () ZG(k, 7).
3 R CUCERES Bl R PERTS

k

Wir miissen nur mehr zeigen, dass (1—¢*zG(1,2)e)G(x+1,z)=
G(x,z) oder G(x + 1,2) — ¢zG(1,z) G(x + 1,9z) = G(x,z) gilt. Das
ist aber gleichbedeutend mit der bereits bewiesenen Formel

G(1,q%z) — q*2G(1,4"2)G(1,q""'z) = 1.
*

Auch die Formel (79) hat eine einfache kombinatorische Interpreta-
tion. Dazu suchen wir fiir einen gegebenen Weg von (0,0) nach
(2n4+x—1,x—1) den letzten Abstieg vor welchem genau n — 1
Aufstiege und eine gewisse Anzahl n — k von Abstiegen liegen und
gehen gehen analog wie oben vor.

Summiert man iiber alle Wege von (0,0) nach 2n —k — 1,k — 1),
so erhélt man

ZV—Z Ve = U S w)y !
14
n—k+1

Zq( )G (k)
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Auf so einen Weg folgt ein Aufstieg und dann ein beliebiger Weg von
(2n — k,k) nach (2n+x — 1,x — 1). Summiert man iiber alle diese

Wege, so ergibt sich [f‘”,j*l]y’fyg_l.
Daher erhalten wir insgesamt

n—k+1 n—k.n X + k — l x—
a" )3 Gy, k)’o[ L ]yf‘yo L
k
Fiir die Gewichte ergibt sich also die gesuchte Formel.
*

Im allgemeinen Fall kann man natiirlich keine so schonen Formeln
erwarten, obwohl die Situation ganz dhnlich ist. Wenn wir Dyckwege
betrachten, deren Abstiege wieder die Gewichte #; besitzen, so lassen
sich diese wie oben zerlegen. Um das Gewicht der Restwege zu
bestimmen, sei Hi(x,y) das Gewicht der Dyckwege, die von
(0,2k +y — 1) ausgehen, die Ldnge x besitzen und genau k Abstiege
haben. Sie enden dann im Punkt (x,x +y —1). Damit die Wege
nichtnegativ bleiben, betrachten wir nur y > —k + 1. Dann ergibt sich
sofort

Hi(x,y) = tery-1Hii(x — 1,y +2) + Hi(x — 1,) (81)
mit den Randbedingungen
Hy(x,y) =1,x >0, und
Hi(0,y) = do,y-

Dann folgt fiir n > 1 mit derselben kombinatorischen Uberlegung
wie oben

Gu(x) = Gui(2k)Hy(x,0) (82)
k>1
bzw.
Gu(x) = Gui(k)Hi(x +k — 1, —k + 1). (83)
k>1

Fiir den Fall #, = ¢* verifiziert man sofort die Formel
Hi(x,y) = ¢+30) m |

Denn sie erfiillt wegen ['7'] — [] = ¢***1[,*,] die obige Rekurrenz

und natiirlich auch die Randbedingungen.



42 J. Cigler

Wir wollen nun zeigen, dass die Funktionen G,(x), die oben
definiert wurden durch G,(0) = 68,0 und G,(k+1) = G,(k)+
§ 2
%G, 1(k +2) im Fall #(s) = t(g*s) mit #(s) = (Hq;‘)% firs=1
ebenfalls explizit dargestellt werden konnen:
Fiir alle ganzen Zahlen n > 0 und x > 0 gilt

(29)" W [x+2n
@@_HLHMWHWWH+M[ e
Beweis:
Gu(x+1)—Gy(x) (29)" 2 2n+x—1]!
t IS (1 @) (1 g20) et nt 1]l — 1

(1+ e+ 1120+ — (1 + ¢ ) [x +n + 1]y
1+ )lg” |

mit r =

Nun ist
(q= 1’1 +g" )+ 12 +x = (1 + ¢ ) +n + 1][x]

((q2x+2 q2n+x _ 1) _ (q2n+2x+2 _ 1)(qx . 1))

2n+3x+2 2n+x 2x+2 2n+3x+2 X 2n+2x+2
= (g —q " —q +q"+q )

=(1=¢")(1-¢")(1+4")q"
und daher ergibt sich
r=x+2].
Somit ist G"(XHZ)_G”(X) = G,—1(x + 2), wie behauptet.

Speziell ergil;t sich also fiir die entsprechenden g-Catalanzahlen,
die wir mit Ca,(g) bezeichnen wollen,

1 [2n+1] (29)™
Rn+1]L n ] IGm (T +¢)(1 4467

Can(q) = Gu(1) =

_ 1 [2?1} (29)
[+ 1] (1+q)(1+ g+ ) [T (1 + ¢/)

fiir n > 1.
Andrews hat in [2] statt Ca, (1) die Ausdriicke

2q . 1 2n (29)"""!
1+qC"(Q)—[H+1][ ](Hq"“)l_[ 1(1+¢7)°
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betrachtet und gezeigt, dass sie eine analoge Rekurrenzrelation
erfiillen wie die iiblichen Catalanzahlen. In unserer Notation lautet
sie folgendermalen:

n—1
iy > d Car(q)Can-11(q) (85)
k:O

mit Cap(q) = 1.

Der Vollstiandigkeit halber wollen wir den Beweis von Andrews in
etwas anderer Notation wiederholen:

Betrachtet man

[%] — (' = D@ ' —D(g2—1)-- (g3 ~1)

n q? (q2—1>(q4—])(q2n_1) ;

so rechnet man sofort nach, dass

[ 2 ] _ (@' =g ' =1D(g3—=1)--- (g 1)
n+1]. (@ —D(g*=1)--- (g2 1)

_ (=1)'q " 1 [2”}
(q+ 1%+ D)% (" + D)X +1) o+ 1]
gilt. Ein Vergleich mit Ca,(q) ergibt daher
1
— (1) n2+2n~2n 2
Cale) = (1 2| 2 | o

q2

Speziell ist Ca_,(q) = —%.

Nun gilt bekanntlich (vgl. z.B. [5]) die g-Vandermonde’ sche Formel
n k y ky o ( ) X + y
v
Ersetzt man hier ¢ durch ¢? und setzt x = y = 1, so bekommt man
—, l n
30 m ) [ ; k] = qz(z) H .87
k=0 7 N P g

Fiir n > 2 liefert das den Wert 0.
Setzt man

1
h(z) = > Oq” - [2] 2z", so ist (87) dquivalent mit
q

h(z)h(qz) = 1 + z, (88)

wie man durch Koeffizientenvergleich sofort verifiziert.
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Ersetzt man in (87) n durch n + 1, so ist diese Gleichung wegen
(86) dquivalent mit

n+1

> Car1(q)Can k(q)q" = 0.
k=0
Aus Ca_;(q) = —]ﬂ ergibt sich
1+ q n+1 k
i Ca,(q)(1 +¢q ankl )Cay +(q)q

und schlieBlich die gewiinschte Formel (85).
Aus (86) folgt

1 o 1
+n 2 n+1 — —1 n —n2—2n C . n+1
=30, | =S e e

n=-—1 n=—
d.h.
4q S~y Can(q)
h — Ca_ + 1)

Somit ergibt sich

4 o0
h(—442) = 1 — 23" Ca,(g)2".

Istalso F(z) = Y, Ca,(q)Z" die erzeugende Funktion der Andrews’
schen g-Catalanzahlen, so gilt wegen

h(z)h(gz) =1 +Z<1 - 14qz F(z)) (1 — f‘_I:ZqF(qz)> =1-—4qz

+4q
oder
F F 44%zF (2)F
_ F(z) qF(q2) Loz (2) ng} _o. (89)
l+qg 1+4g¢g (1+4q)
Setzt man g (x) = pax(1/x), so ergibt sich
; dighi % —il o
9i(x) = Z(_l) i—1 j+1 2k—j [ i ]Xk
[Ti—o(1+ g/t (1 + ¢*)

und die Rekurrenz
qi(x) = (x — trak—2 — t12p—3)Gr—1(x) — tok—3t2k—aqi—2(x)
mit go(x) = 1 und g;(x) = x — 1.
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Analog ergibt sich mit r;(x) = M die Formel
; dighti 2k+1—i] 4
rilx) = Z<_1) i1 '+ql 2%k+1-j [ i Xt
[[i—o(1 4+ g/tH)(1 + ¢g*+1)

und die Rekurrenz

Vk(x) = (X — k-1 — t2k72)rk71(x) - t2k7252k73rk72(x)
mit ro(x) = 1 und ry(x) =x — 19 — 1.

Es ist dann klar, dass fiir das lineare Funktional F,,, welches durch
Fo(qi(x)) = 6o definiert ist, Fo(x") = F(x*") = Cay(q) gilt. Analog
erfiillt das lineare Funktional F; mit F;(ri(x)) = 6xo die Gleichung
Fi(¥") = F(#2) = Cay (9).

Daraus lassen sich wieder einige Hankeldeterminanten ableiten.
Man rechnet leicht nach, dass die folgenden Formeln gelten:

NEREDICD

2g
et| —— Caq; -q) = — —— , (90
<1+q ) 0 [ (1 +¢1)? >0
<2n+1> 4<n+1>+3<n+1>
det( 2q c ( )))’l—l 2 2 q 3 2
ajtj 1q = n \2n+1—i ’
T+g ), 12 (1 +q)™!
(91)
2q n—1
det| ——Caj.;
€ <1+q a+/+2(4)>0

<n+2) <n-|—1>
4 +
B 2(2n+3)nq 3 2 (1 + qn-‘rl)[n + 1]

E II2 (1)
Auch im Fall der Andrews’schen Catalanzahlen lassen sich die

Formeln (82) und (83) explizit darstellen.
Hier ergibt sich fiir beliebige s

b KGkED)

pym—s

k
Hk(xuy): % P N
[Tics (1 + 5@ 1) (1 + g +)

Denn man verifiziert sofort die Rekurrenz und die Randbedingungen.
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